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Lernziele Kapitel 12  Rekursives Problemlösen 

▪ Prinzip der Rekursion und rekursiver Methoden verstehen

▪ Prinzip des „divide et impera“ anwenden können

▪ Mergesort in Bottom-up- und Top-down-Varianten beherrschen

▪ Das Prinzip von Quicksort verstehen
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Thema / Inhalt

Hier geht es um Rekursion, im engeren Sinne um rekursives Problemlösen – also der Einsatz
von Rekursion als Technik, um in algorithmischer Weise ein Berechnungsproblem zu lösen.
Wir betrachten zunächst einige Kurven (u.a. die Peano-Kurve und die Hilbert-Kurve), die
nach einem rekursiven Bildungsgesetz aufgebaut sind und einen intuitiven Zugang zum Prinzip
der Rekursion liefern (gleichzeitig aber auch in mathematischer Hinsicht interessant sind, weil
sie als raumfüllende Kurven die Frage nach dem Wesen einer Kurve und dem Unterschied zwi-
schen einer und zwei Dimensionen evozieren).

Anschliessend diskutieren wir das „Divide-et-impera-Paradigma“, bei dem ein „grosses“
oder „schwieriges“ Problem („top-down“) so lange rekursiv in kleinere und einfachere Teil-
probleme zerlegt wird, bis diese gelöst („beherrschbar“) sind – meist, weil dann ein trivialer
Fall vorliegt (wie z.B. das Minimum einer einelementigen Menge bestimmen). Anschliessend
wird aus diesen Teillösungen schrittweise („bottom-up“) eine Lösung für das Gesamtproblem
...



Thema / Inhalt  (2)

rekonstruiert. Die rekursive Struktur von Divide-et-impera-Verfahren induziert, dass deren
Korrektheit typischerweise durch Induktion gezeigt werden kann.

Das Paradigma kommt bei vielen Such- und Sortierverfahren zur Anwendung, u.a. bei Merge-
sort, das ebenfalls in diesem Kapitel besprochen wird. Im Prinzip könnte man sogar die alt-
ägyptische Multiplikation, den euklidischen Algorithmus oder die Binärsuche als Verkörperungen
dieses Paradigmas auffassen; weil aber das Problem dabei nur auf eine einzige (einfachere)
Instanz des gleichen Problems zurückgeführt wird, und nicht tatsächlich eine Aufteilung erfolgt,
sieht man meistens davon ab. Hingegen stellen die im vorherigen Kapitel besprochen Spiel-
baumanalyseverfahren (wie Minimax) oder die Auswertung von Operatorbäumen Anwendungen
des Paradigmas dar, ebenso wie die für die Praxis wichtigen Prinzipien der schnellen Fourier-
Transformation (FFT) oder der schnellen Multiplikation mit dem Schönhage-Strassen-Algo-
rithmus – die letzteren beiden Themen sind allerdings nicht Gegenstand dieser Vorlesung.

Beim Lehrbuchklassiker des rekursiven Problemlösens, den Türmen von Hanoi, diskutieren
wir nicht nur den Lösungsansatz, sondern nutzen das Beispiel auch dafür, die Zeitkomplexität
der rekursiven Lösung sowie einige generelle Begriffe und Konzepte des rekursiven Problem-
lösens (wie Rekursionsbaum oder dynamische Aufrufkette) zu thematisieren.

Beim Mergesort-Verfahren besprechen wir zwei Hauptvarianten: Einerseits die rekursive
Top-down-Variante, andererseits die Bottom-up-Variante, bei der sukzessive längere sortierte
Teilfolgen miteinander verschmolzen werden. Beide Varianten haben eine Laufzeitkomplexität
von O(n log n), unabhängig von der konkreten Verteilung der zu sortierenden Werte. Mergesort
wurde 1945 von John von Neumann gewissermassen nebenbei erfunden – wobei das Prinzip
wohl schon früher beim Sortieren von Gegenständen (Karteikarten etc.) der physischen Welt
angewendet wurde. Die Notizen von John von Neumann lassen erkennen, wie mühsam das
...

⤺ |
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Thema / Inhalt  (3)

Programmieren auf Maschinensprache-Niveau seinerzeit war – aber es handelte sich hier ja
auch um eines der ersten Computerprogramme überhaupt! Dass von Neumann als Mathe-
matiker ein nicht-numerisches Problem für seine erste „Programmierübung“ wählte, ist auch
bemerkenswert.

Neben Mergesort gehen wir noch kurz auf Quicksort ein – erfunden Anfang der 1960er-Jahre
von Tony Hoare, der uns auch an anderer Stelle der Vorlesung schon begegnet ist (Hoare-
Kalkül zur Verifikation von Programmen). Quicksort lässt sich in eine schöne strukturelle Ana-
logie zu Mergesort setzen: Beide verwenden das Divide-et-impera-Paradigma, statt einer nach-
gelagerten Merge-Phase nutzt Quicksort hingegen eine vorgelagerte Partition-Phase.

⤺ |
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13 Trillionen, 224 Billionen,
567 Milliarden, 778 Millionen
Taler und 16 Kreuzer!

Anstatt 2n Taler zu sparen, 
lieber zwei Freunde finden,

die beide 2n-1 Taler 
sparen!

Dive and conquer Divide and conquer

„Mir san mir“
Rekursive baye-
rische Tautologie
und Volksweisheit



Und die Kamera im Hörsaal macht ein Bild vom...

Bild vom
Bild
‚Mona Lisa‘

Bild vom
Bild vom
Bild
‚Mona Lisa‘

Bild vom
Bild vom
Bild vom
Bild
‚Mona Lisa‘

Rekursion

Die notorische Eigenheit der deutschen Sprache, das Verbum ans Ende des Satzes zu
stellen, über welche lustige Geschichten von geistesabwesenden Professoren, die einen
Satz beginnen, die ganze Vorlesung lang weiterreden, und damit aufhören, dass sie eine
Kette von Verben herunterleiern, wobei die Zuhörer, für die die einzelnen Satzbruchteile
schon längst jeglichen Zusammenhang verloren haben, völlig verwirrt werden, erzählt
werden, ist ein sehr gutes Beispiel für linguistische Rekursion. -- Douglas Hofstadter

Rekursive Strukturen und Verfahren sind uns in der 
Vorlesung (auch Teil I) schon mehrfach begegnet

2522
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Def.: Eine Matrjoschka-
Puppe ist eine Puppe, die 
eine etwas kleinere Ma-
trjoschka-Puppe enthält.



Rekursion  (2)
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Ein Relativsatz, der einen Relativsatz, 
der einen Relativsatz enthält, enthält.
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„Manchmal glaube ich, ich hätte einen deutschen Satz verstanden – bis ich
vor dem Punkt auf einen Haufen Verben stolpere. Erst dann merke ich, dass
ich ganz und gar aus dem Auge verloren habe, wie die Verben hineinpassen,
was ihre Subjekte und Objekte überhaupt sein sollen.“ -- Elisabeth Fraser



Selbstplagiat? Indirekte Rekursion? 
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terdite“ von René Magritte (1937),
eine surreale Begegnung, präsen-
tiert im Boijmans Van Beuningen-
Museum in Rotterdam (oben). Die 
Carita-Reklame (Isabelle Bonjean, 
unten) ist auch nicht „spiegeltreu“!
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Rekursion beim Coiffeur
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Mani Matter: Bim Coiffeur (Chanson)

Bim Coiffeur bin i gsässe vor em Spiegel, luege dry
Und gseh dert drinn e Spiegel wo ar Wand isch vis-à-vis
Und dert drin spieglet sech dr Spiegel da vor mir
Und i däm Spiegel widerum dr Spiegel hindefür.

Und so geng wyter, s′isch gsy win e länge Korridor
I däm my Chopf gwüss hundertfach vo hinden und vo vor
Isch ufgreit gsy i eier Kolonne, z'hinderscht isch dr Chopf
I ha ne nümme gchennt, so chly gsy win e Gufechnopf.

My Chopf, dä het sich dert ir Wyti, stellet öich das vor
Verloren ir Unäntlechkeit vom länge Korridor 
I ha mi sälber hinde gseh verschwinde, ha das gseh
Am heiterhälle Vormittag und wi wenn nüt wär gscheh.

Vor Chlupf han i mys Muul ufgschperrt, da sy im Korridor
Grad hundert Müüler mit ufgange win e Männerchor
E Männerchor us mir alei, es cheibe gspässigs Gfüel
Es metaphysischs Grusle het mi packt im Coiffeurgstüel.

I ha d′Serviette vo mer grissen, ungschore sofort
Das Coiffeurgschäft verla mit paar entschuldigende Wort
Und wenn dir findet i sött e chly meh zum Coiffeur ga
De chöit dir jitz verstah warum i da e Hemmig ha.

Beim Coiffeur sass ich, vor dem Spiegel, schaue rein
und 
und dort drin spiegelt sich der Spiegel da vor mir
und dort drin wiederum der Spiegel hinter mir.
Und so stets weiter, es war wie ein langer Korridor,
in welchem mein Kopf von hinten und von vorn
sich aufgereiht fand in einer Kolonne, zu hinterst war mein Kopf.
Ich 

Mein Kopf, der hat sich dort ganz weit, stellen Sie es sich vor,
verloren in der Unendlichkeit des langen Korridors.
Ich sah mich selber hinten verschwinden, hab's gesehen!
Am heiterhellen Vormittag und wie wenn nichts geschehen wäre.

Erschrocken hab ich meinen Mund aufgerissen, da sind im Korridor
gewiss hundert Mäuler aufgegangen wie im Männerchor.
Ein Männerchor aus mir allein nur, ein ganz komisches Gefühl.
Ein metaphysisches Grausen hat mich gepackt im Coiffeur

Da hab ich mir die Serviette vom mir gerissen, ungeschoren sofort
das Coiffeur
und wenn Sie nun denken, ich sollte ein bisschen öfters zum Coiffeur gehen,
dann werden Sie sicher verstehen, warum ich da eine gewisse Hemmung habe.

Mani Matter (1936 – 1972) war ein Schweizer Mundart-
Liedermacher, seine Chansons waren auf Bärndütsch. 
Als promovierter Rechtswissenschaftler hatte Matter ab 1970 an der Universität Bern eine Stelle als Ober-
assistent sowie einen Lehrauftrag. 1972 starb er 36-jährig bei einem Unfall auf der Autobahn A3 bei Kilchberg. 

The cartoon  appeared in The New Yorker 
in 1957, then was reprinted later that year 
in his solo collection Nightcrawlers (Simon 
and Schuster).

Bim Coif-feur bin  i  gsäs-se vor em Spie-gel, lue-ge  dry   und

Cartoon von Charles Addams (1912 – 1988); 
“The New Yorker”, 23. Februar 1957, S. 39  
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Rekursion → Selbstreplikation  (John von Neumann)

2526

A NASA-funded artistic rendition of 
Neumann’s automaton that produce 
automaton, the original caption of 
which is: "proposed demonstration of 
simple robot self-replication“ (1980).

The so-called “Neumann automaton 
theory” originated in a 20 Sep. 1948 
Hixton Symposium lecture, Pasadena, 
Ca., organized by American chemical 
engineer Linus Pauling, given by Hun-
garian-born American chemical engi-
neer and mathematician John von 
Neumann, during the course of which 
Neumann invented a famous thought

experiment which illustrates the role which free energy plays in creating statis-
tically unlikely configurations of matter. Neumann imagined a robot or automa-
ton, made of wires, electrical motors, batteries, etc., constructed in such a way 
that when floating on a lake stoked with component parts, it will reproduce it-
self. Neumann, in his lecture, first compares computers to biological informa-
tion processing systems then suggests a program to deal with “automata that 
produce automata”, the gist of which is captured in the following statement: 
“Can one build an aggregate out of such elements in such a manner that if it is 
put into a reservoir, in which there float all these elements in large numbers, it 
will then begin to construct other aggregates, each of which will then at the 
end turn out to be another automaton exactly like the original ones?”
[www.eoht.info/page/Neumann+automaton+theory]
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Bsp: Hilbert-Kurve als rekursives Muster
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2 3

1

4

hilbert(1) hilbert(2)                           hilbert(3)    

hilbert(4) hilbert(5)



Iterative Konstruktion der Hilbert-Kurve

2528
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Ursprung Schritt 1 Schritt 2 Schritt 3 Schritt 4

hilbert(1)

hilbert(2)

hilbert(3)

hilbert(4)

Hier wird noch-
mals Schritt für
Schritt gezeigt,
wie man intera-
tiv von hilbert(i)
zu hilbert(i+1)
gelangt.
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Kurve trennt die Fläche in zwei Teile → Beim 
Durchlaufen links orange, rechts gelb färben
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https://i.redd.it/9pslajy95tbz.gif
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Stetiger 
Farbverlauf 
der Kurve 
mit 1024 
Ecken
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https://bcdn.evilmadscientist.com/media/2016/11/hilbertcat-full900.jpg -- Video dazu (5:52):: https://youtu.be/Yx8-GS9bLx8 

Lokal verschieden dichte Hilbert-Kurve



Syntaxdiagramme für Hilbert-Kurven
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▪ Die Hilbert-Kurve hat eine rekursive Struktur

▪ Das Grundmuster der Stufe i tritt 4 Mal auf 
der Stufe i+1 auf (z.T. gedreht / gespiegelt) 

▪ Die vier Teile sind durch Linien, die selbst 
das Grundmuster reflektieren, verbunden

▪ Das rekursive Bildungsgesetz kann mit Syntaxdiagrammen
(also einer „Grammatik“) ausgedrückt werden; zum Nicht-
Terminalsymbol      z.B. gehört folgendes Diagramm:

▪ Man benötigt noch Möglichkeiten, aus der Rekursion auszustei-
gen und analoge Diagramme für die anderen 3 Nicht-Terminale

⇒

Terminalsymbol

Stufe i Stufe i+1

Instruktion an einen Plotter oder Roboter, sich ent-
sprechend zu bewegen und eine Linie zu zeichnen 



Syntaxdiagramme für Hilbert-Kurven  (2)
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▪ Genauer betrachtet man vier 
Grundformen, die als Nicht-
Terminalsymbole fungieren:

▪ Syntaxdiagramme zu jedem Nicht-Terminal reflektieren die 
rekursive Verfeinerung; für die Grundform A (wie oben gezeigt):

▪ Für die Formen B, C, D stellt man leicht analoge Syntaxdiagramme auf

▪ Dies induziert z.B. die Transforma-
tion, die aus der Stufe hilbert(1) die 
Stufe hilbert(2) erzeugt: 

A CB

AB A C

D

A
B

A A

C

⇒



Syntaxdiagramme für Hilbert-Kurven  (3)
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▪ Man benötigt nun noch ein Rekursionsende, also einen Zweig 
im Syntaxdiagramm, wo nicht rekursiv verfeinert wird – wir 
bilden dazu einen Kurzschluss um die inneren Nicht-Terminale:

▪ Die Rekursionstiefe halten wir auf einer Variablen „n“ nach, 
die heruntergezählt wird; bei n=0 wird nicht weiter verfeinert

▪ Die Terminalsymbole    ,     etc. interpretiert 
man sinnvollerweise als Plotterkommandos, 
welche einen entsprechenden Strich zeichnen

▪ Dafür eignet sich die unten diskutierte Turtle-Grafik

AB A C n++n--

n = 0 n = 0 n = 0 n = 0

Das Ergebnis,
wenn mit n=2 
initial Figur A 
gezeichnet wird



Hilbert-Kurven unterschiedlicher Dichte
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▪ Möchte man (auf irgendeiner Rekursions-
stufe) die vier Quadranten unterschiedlich
tief verfeinern, um Figuren wie im neben-
stehenden Bild zu erhalten, dann müssen
(als Ersatz für die inneren Figuren) längere
Striche gezogen werden, deren Länge von
der aktuellen Rekursionstiefe abhängt.

▪ Der untere Zweig (mit indirekter Rekursion) darf jeweils nur bei n>0 be-
treten werden; beim oberen Zweig sind Striche der Länge 2n-1 zu zeichnen

▪ Ob man sich ansonsten bei einer Verzweigung für oben oder unten entschei-
det, mag man z.B. vom Zufall oder der gewünschten Kurve abhängig machen 

Bn-- A

2n-1 2n-1 2n-1 2n-1 2n-1 2n-1

Nur bei n>0 Nur bei n>0
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Animati

on 

schoben

Hilbert-Kurven
mit lokal unter-
schiedlicher
Dichte
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David Hilbert (1891) Ueber die stetige Abbildung einer Line 
auf ein Flächenstück. Mathematische Annalen, 38(3), 459-460.

⤺ |

⤺ |



Der Artikel von Peano, auf
den sich Hilbert bezieht:

Giuseppe Peano: Sur une
courbe, qui remplit tout
une aire plane. Mathema-
tische Annalen 36 (1890),
S. 157–160.

⤺ |

⤺ | 2538



Cantor, Peano, Hilbert

2539

Brian Hayes über „Crinkly Curves“ (Auszug), American Scientist, May-June 2013

In 1877 the German mathematician Georg Cantor made a shocking discovery. He found 
that a two-dimensional surface contains no more points than a one-dimensional line. 
Cantor compared the set of all points forming the area of a square with the set of points 
along one of the line segments on the perimeter of the square. He showed that the two 
sets are the same size. Intuition rebels against this notion. Inside a square you could 
draw infinitely many parallel line segments side by side. Surely an area with room for 
such an infinite array of lines must include more points than a single line—but it doesn’t. 
Cantor himself was incredulous: “I see it, but I don’t believe it,” he wrote.

Yet the fact was inescapable. Cantor defined a one-to-one correspondence between the 
points of the square and the points of the line segment. Every point in the square was 
associated with a single point in the segment; every point in the segment was matched 
with a unique point in the square. No points were left over or used twice. […]

Geometrically, Cantor’s one-to-one mapping is a scrambled affair. Neighboring points on 
the line scatter to widely separated destinations in the square. The question soon arose: 
Is there a continuous mapping between a line and a surface? In other words, can one 
trace a path through a square without ever lifting the pencil from the paper and touch 
every point at least once? It took a decade to find the first such curve.

The first successful recipe for a space-filling curve was formulated in 1890 by Giuseppe 
Peano […] Peano did not provide a diagram or even an explicit description of what his 
curve might look like; he merely defined a pair of mathematical functions that give x and 
y coordinates inside a square for each position t along a line segment. Soon David Hilbert 
[…] devised a simplified version of Peano’s curve and discussed its geometry. 

In everyday speech the word curve suggests something smooth and fluid, without sharp 
corners, such as a parabola or a circle. The Hilbert curve is anything but smooth. All  
finite versions of the curve consist of 90-degree bends connected by straight segments. 
In the infinite limit, the straight segments dwindle away to zero length, leaving nothing 
but sharp corners. The curve is all elbows.

⤺ |
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Wie kriegen wir die Kurve?
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„Was ist eigentlich eine Kurve? Diese Frage gehört zu denen, die leichter auf-
zuwerfen als zu beantworten sind. [...] Um das Jahr 1880 hat C. Jordan eine
Definition aufgestellt, die ungefähr das wiedergibt, was uns anschaulich vor-
schwebt. Diese Definition besagt im Grunde folgendes: Eine Kurve ist das,
was ein Punkt bei stetiger Bewegung durchläuft. Die Bewegung eines Punk-
tes beherrschen wir, wenn wir von jedem Zeitaugenblick angeben können,
wo sich der Punkt befindet, wenn wir also den Ort als Funktion der Zeit ken-
nen. Wenn sich ein Punkt in der Ebene bewegt, ist der Ort durch zwei Zahlen
x, y bestimmt, die Zeit durch eine Zahl t. Die Bewegung wird also vollstän-
dig beschrieben sein, wenn ich angebe, wie x und y von t abhängen. [...]

Nehmen wir an, dass die Bewegung in der Zeiteinheit – sagen wir in einer
Minute – vor sich gehe, dann können wir t auf das Intervall von 0 bis 1 be-
schränken. Die Definition Jordans läuft dann auf folgendes hinaus: Eine Kur-
ve ist ein stetiges und eindeutiges Abbild der Einheitsstrecke. Um so merk-
würdiger ist die Entdeckung Peanos aus dem Jahre 1890, dass es Gebilde
gibt, die eindeutige und stetige Bilder der Einheitsstrecke sind, die also Kur-
ven darstellen im Sinne Jordans, die aber im strengen Sinne des Wortes ein
ganzes Quadrat füllen. Wollte man so eine Kurve zeichnen, so müsste man
eine ganze Quadratfläche schwarz anfärben – das wäre das Bild der Kurve.

Das Problem, das sich Peano und Hilbert gesetzt hatten, war folgendes:
Gegeben sind die Einheitsstrecke und das Einheitsquadrat. Wie kann man
diese beiden Gebilde so aufeinander beziehen, dass jedem Punkt der Ein-
heitsstrecke genau ein Punkt des Quadrates entspricht und dass die Abbil-
dung stetig ist? Anschaulich gesprochen: Denken wir uns einen Reisenden,
der in einer Minute alle Punkte eines Quadrates passieren soll. Wie wird
seine Reiseroute aussehen?⤺ |

⤺ |



Raumfüllende Kurven?

2541

Wir teilen die Minute in vier gleiche Teile und ebenso das Quadrat und richten
es nun so ein, dass der Reisende in einer Viertelminute immer gerade ein
Viertel des Quadrates bereist. In der ersten Viertelminute soll er das erste
Quadratviertel durchwandern, ohne es später wieder zu berühren, in der zwei-
ten Viertelminute das zweite Quadratviertel usw. [...] Wir setzen den Teilungs-
prozess fort, wir teilen also jedes Viertel der Quadratfläche wieder in vier glei-
che Teile, die ganze Quadratfläche also in 16 gleiche Intervalle, die ebenfalls
die Nummern 1 bis 16 erhalten, und ordnen nun jeder Teilstrecke das Teilqua-
drat mit der gleichen Nummer zu. Dabei müssen wir nur darauf achten, dass
zwei Quadrate mit aufeinanderfolgenden Nummern eine Seite gemein haben.
Das ermöglicht es uns, Strecke und Quadrat in der gewünschten Weise auf-
einander abzubilden. Zu dem Zweck haben wir dreierlei nachzuweisen:

1. Jedem Punkt der Einheitsstrecke entspricht ein Punkt des Quadrats (d.h. in 
jedem Augenblick befindet sich der Reisende an genau einer Stelle der Fläche).
2. Kein Punkt des Quadrates geht leer aus (der Reisende kommt überall hin). 
3. Die Abbildung ist stetig (er bewegt sich in einer zusammenhängenden Linie).

Durch die Entdeckung Peanos scheint sich einer der fundamentalen Unter-
schiede zu verwischen, der Unterschied zwischen den Dimensionen. Wenn
eine Kurve eine Fläche erfüllen kann – wie soll man dann zwischen ein- und
zweidimensional unterscheiden?“

Aus „Einführung in das mathematische Denken“ von Friedrich Waismann (1936). Wais-
mann (1896 – 1959) war ein österreichischer Mathematiker und Philosoph, Mitglied des
Wiener Kreises (dem u.a. Rudolf Carnap und Kurt Gödel angehörten, und mit dem auch
Ludwig Wittgenstein, Alfred Tarski, Oskar Morgenstern und Karl Popper Kontakt pfleg-
ten). 1938 nach Grossbritannien emigriert, wirkte er in Cambridge und dann in Oxford.

⤺ |

⤺ |



Hilbert-Kurve – raumfüllend bei IKEA

2542

“People can 
have a hard 
time navigating 
the store. There 
have been sto-
ries of people 
saying that they 
feel like we are 
purposely keep-
ing them in. 

We want them 
to be able to 
find what they 
are looking for. 
We want them 
to discover all 
the features and 
services in the 
store that make 
it a pleasant 
shopping expe-
rience, rather 
than getting 
lost!” 

-- Laurie Satran, 
IKEA

IKEA stores are notoriously 
hard to navigate in a fast 
way. For instance, every 15 
meters there is a curve. 
The reason is that if the 
aisle is a long straight line 
you will subconsciously 
raise your eyes and look for 
the horizon, and miss all 
the shopping opportunities 
on your sides. The maze-
like showrooms ensure that 
you spend more time in the 
store, thereby increasing 
the likelihood of making 
extra impulse purchases.

The standard route mean-
ders through the store. 
What you should look for 
however is escape alleys 
and secret doors. They are 
not highlighted in stores, in 
fact IKEA is putting a lot of 
effort into making them 
less visible. But using them 
will get you through in only 
10 minutes. 

[nordic.businessinsider.com]
⤺ |
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“Look at the floorplan of an IKEA store, they very often 
use a Hilbert curve as the route you have to follow to get 
from entrance to exit. The logic behind this is obvious 
from the space-filling nature of the curve.” – Steve Baker
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Deutschland raumfüllend

Beim Traveling Salesman Problem (TSP) besteht das Pro-
blem darin, eine Rundreise durch mehrere Orte zu finden, 
sodass keine Station mehr als einmal besucht wird und 
die gesamte Strecke möglichst kurz ist. Es handelt sich um 
ein NP-schweres Optimierungsproblem – das heisst, es gibt 
aller Wahrscheinlichkeit nach keinen Algorithmus, der eine 
kürzeste Rundreise in polynomieller Worst-case-Laufzeit 
bestimmt. Es gibt jedoch eine Vielzahl von Ansätzen, mit 
denen man das TSP „gut“ lösen kann – so sind poly-
nomielle Verfahren bekannt, die eine Rundreise be-
rechnen, die maximal um die Hälfte länger ist als die 
optimale Tour.

Intuitiv scheint eine Rundtour „raumfüllend“ zu sein, 
wenn die Knoten des zugrundeliegenden Graphen 
geometrisch gut in der Fläche verteilt sind. Für ein 
Strassennetz Deutschlands mit 15112 Städten wurde 
2001 von Appelgate et al. eine optimale Rundreise 
berechnet: „the computation was carried out on a 
network of 110 processors […] The total computer time 
used in the computation was 22.6 years, scaled to a 
Compaq EV6 Alpha processor running at 500 MHz.“ 

Im Sinne einer Heuristik kann man versuchen, das Prinzip 
der rekursiven raumfüllenden Kurven zur Steuerung eines 
TSP-Algorithmus zu verwenden. Tatsächlich konnte so für 
das deutsche Strassennetz in weniger als einer Sekunde 
eine Rundreise berechnet werden, die nur ca. 30% länger 
als die optimale Tour ist (vgl. Bild). [Platzman, L. K., & Bartholdi III, J. J. 

(1989). Spacefilling curves and the planar travelling salesman problem. JACM, 36(4), 719-737.]
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Noch mehr raumfüllende Kurven



Rekursive Hilbert-Kurve mit Turtle-Grafik

2545

Let y be the direction opposite to x. 

− Turn in the direction y

− Draw a Hilbert curve of order n-1, direction y

− Move one step forward

− Turn in the direction x

− Draw a Hilbert curve of order n-1, direction x

− Move one step forward

− Draw a Hilbert curve of order n-1, direction x

− Turn in the direction x

− Move one step forward

− Draw a Hilbert curve of order n-1, direction y

Quellen: http://users.polytech.unice.fr/~helen/pythonCIP1/images/tortue.png http://stackoverflow.com/questions/7218269/hilbert-curve-analysis
http://stackoverflow.com/questions/35813844/generating-a-3d-space-filling-hilbert-curve-using-turtle-graphics/35819302

def hilbert(level, angle):
    if level == 0: return
 right(angle)
    hilbert(level-1, -angle)
    forward(size)
    left(angle)
    hilbert(level-1, angle)
    forward(size)
    hilbert(level-1, angle)
    left(angle)
    forward(size)
    hilbert(level-1, -angle)
    right(angle)

Mit Turtle-Grafik wird eine Bildbeschreibungs-
sprache bezeichnet, bei der man sich vorstellt, dass
ein stifttragender Roboter (die Schildkröte) sich
auf der Zeichenebene bewegt und mit einfachen
Kommandos, wie Stift heben, senken, vorwärts lau-
fen und drehen, gesteuert werden kann. [Wikipedia]

Zwei Formen von Pseudocode:

⤺ |
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Rekursives Hilbert-Turtle-Programm in Java

2546

private void hilbert(int n)
{ if (n == 0) return;

turtle.turnLeft(90);
treblih(n-1);

 turtle.goForward(1.0);
 turtle.turnLeft(-90);
 hilbert(n-1);
 turtle.goForward(1.0);
 hilbert(n-1);
 turtle.turnLeft(-90);
 turtle.goForward(1.0);
 treblih(n-1);
 turtle.turnLeft(90);
}

public void treblih(int n) 
{ if (n == 0) return;
 turtle.turnLeft(-90);
 hilbert(n-1);
 turtle.goForward(1.0);
 turtle.turnLeft(90);
 treblih(n-1);
 turtle.goForward(1.0);
 treblih(n-1);
 turtle.turnLeft(90);
 turtle.goForward(1.0);
 hilbert(n-1);
 turtle.turnLeft(-90);
}

public class Hilbert 
{ private Turtle turtle;
 public Hilbert(int n) 
    {   turtle = new Turtle(); double max = Math.pow(2, n);
        turtle.setXscale(0, max); turtle.setYscale(0, max); hilbert(n);
    }

public static void main(String[] args) 
    { int n = Integer.parseInt(args[0]);
      new Hilbert(n);
    }
} // http://introcs.cs.princeton.edu/java/32class/Hilbert.java.html (Robert Sedgewick)

Die Klasse „Turtle“ realisiert die offensicht-
lichen Kommandos (z.B. unter Rückgriff auf
elementare Zeichenfunktionen einer Library),
siehe z.B. http://introcs.cs.princeton.edu/
java/32class/Turtle.java.html⤺ |

⤺ |



Seymour Papert und die Turtle-Grafik
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Seymour Papert (1928–2016) war Professor für Mathematik und Pädagogik am MIT; er gründete zu-
sammen mit Marvin Minsky (1926 – 2016) das MIT Artificial Intelligence Lab sowie zusammen mit
….. Nicholas Negroponte (Jahrg. 1943) das MIT Media Lab.

1967 entwickelte er (als Schüler von Jean Piaget und An-
hänger der konstruktivistischen Lerntheorie) die Sprache
Logo, mit der Kinder auf experimentell-intuitive Weise Pro-
grammieren lernen sollten. Hierzu dient die Turtle-Grafik,
bei der sich Cursor als „Schildkröten“ über den Bildschirm
bewegen lassen, die Linien malen. Bevor die Display-Tech-
nik so weit war, gab es schon erste Turtle-Roboter für Logo.
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Seymour Papert und die Turtle-Grafik  (2)
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Die erste Logo-Roboterschildkröte entstand
1969 / 70; es war ein drahtgebundenes gel-
bes Gefährt auf drei Rädern, das wie ein um-
gestülpter Papierkorb aussah. Erste funkfern-
gesteuerte Roboterschildkröten für Logo ent-
standen 1972. Damals gab es noch keine
PCs, und die Interaktion mit Computern er-
folgte über Fernschreibgeräte (teletype, „tty“).
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Links: Aus “Twenty Things to Do with a Computer” 
von Seymour Papert und Cynthia Solomon, 1971

http://cyberneticzoo.com/wp-content/uploads/22-turtle-x640.jpg
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„Divide et impera“ – ein wichtiges Paradigma

▪ Bezeichnung eines Problemlösungsprinzips in der Informatik
▪ Bei dem typischerweise Rekursion verwendet wird

▪ Ursprung der Redewendung aber in der Machtpolitik

2549

Teile und herrsche; divide and conquer
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„Divide et impera“ – ein wichtiges Paradigma

▪ Bezeichnung eines Problemlösungsprinzips in der Informatik
▪ Bei dem typischerweise Rekursion verwendet wird

▪ Ursprung der Redewendung aber in der Machtpolitik
▪ Gegner, Volksgruppen oder Untertanen hinsichtlich Merkmalen wie 

Religion, Ethnie etc. in Teilgruppen aufspalten

▪ Uneinigkeit unter den Teilgruppen fördern, sie 
evtl. sogar gegeneinander ausspielen, damit 
sie sich nicht gegen einem selbst verbünden

▪ Einzelne Teilgruppen getrennt besiegen oder 
spezifisch unter Kontrolle halten

▪ Im römischen Reich und der Kolonialzeit
(und auch darüber hinaus) angewendet 
▪ Oft mit lang anhaltenden Konsequenzen

2550
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Entzwei und gebiete! Tüchtig Wort. – Verein und leite! Bessrer Hort.  -- J.W. von Goethe



„Divide et impera“ – ein wichtiges Paradigma

2551

⤺ |

⤺ |

Wir finden bei Wikipedia: „Divide et impera“ ist eine Redewendung; sie empfiehlt, eine zu besiegende oder 
zu beherrschende Gruppe (wie z. B. ein Volk) in Untergruppen mit einander widerstrebenden Interessen 
aufzuspalten. Dadurch soll erreicht werden, dass die Teilgruppen sich gegeneinander wenden, statt sich 
als Gruppe vereint gegen den gemeinsamen Feind zu stellen. Die Redewendung ist wahrscheinlich nicht 
antik, wenngleich die damit bezeichnete politische soziologische Strategie sehr alt und z.B. in der römi-
schen Aussenpolitik ohne Zweifel wiederzuerkennen ist. 

Tatsächlich wird die Maxime „Divide et impera“ 
bzw. „Diviser pour régner“ manchmal dem Flo-
rentiner Staatsphilosophen Niccolò Machiavelli 
(1469 – 1527; „Il Principe“), oft aber auch dem 
französischen König Ludwig XI. („Wer nicht heu-
cheln kann, kann nicht herrschen“) im 15. Jahr-
hundert zugeschrieben. Der Letztere war den 
Grossteil seiner Regentschaft zwischen 1461 
und 1483 damit beschäftigt, von seinem Erzri-
valen Karl dem Kühnen, dem letzten der mäch-
tigen Herzöge Burgunds, gegen Frankreich ge-
schmiedete Allianzen zu zerschlagen, um sich 
selbst an der Macht und sein sich erst langsam 
von den Folgen des Hundertjährigen Krieges 
erholendes Land am Leben zu erhalten. 

Später gebrauchten Historiker den Begriff „Divi-
de et impera“ dann auch zur Charakterisierung 
des Umgangs der alten Römer mit den von ih-
nen „befriedeten“ Völkern. h
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Detailliertere Karte: 

Frankreich unter Ludwig XI.

Was ist 1477 los? Wir finden bei Wikipedia:

Am 5. Januar fällt Karl der Kühne von Burgund 
in der Schlacht bei Nancy gegen Herzog Réné
von Lothringen und die Eidgenossenschaft. Die 
burgundischen Lande erbt Maria von Burgund, 
die Tochter Karls des Kühnen. Doch Frank-
reichs König Ludwig XI. macht Ansprüche 
geltend und nimmt die burgundischen Städte 
in der Picardie, Artois, Flandern, Hennegau
und das Herzogtum Burgund als eröffnetes
Mannlehen. Weitere Gebietsgewinne erreicht 
er nicht, denn am 19. August heiratet Maria
Maximilian I., der damit Gebiete in den Nieder-
landen und in Frankreich für das Haus Habs-
burg erwirbt. Nach der Schlacht gründen zu-
rückgekehrte Urner und Schwyzer Kriegsleute, 
die mit der Beuteverteilung unzufrieden sind, 
die so genannte Gesellschaft vom torechten
Leben, die in Richtung Westschweiz aufbricht, 
um von Genf die versprochene Brandschatz-
summe zu fordern. Dem so genannten Sau-
bannerzug schliessen sich unterwegs auch 
Kriegsknechte aus anderen Orten der Zentral-
schweiz an. Die Zahl der am Zug Beteiligten 
wird auf 1700 Leute geschätzt. Bern und die 
anderen eidgenössischen Orte sowie die Städte 
Genf, Basel und Strassburg, die sich gerade in 
Verhandlungen mit Frankreich und Savoyen 
befinden, entsenden Gesandte zu den Aufstän-
dischen, denen es am 4. März gelingt, den Zug, 
der bereits bis Payerne und Lausanne gelangt 
ist, zu stoppen. Genf muss einen Teil des ge-
schuldeten Geldes sofort auszahlen; für den 
Rest werden Geiseln gestellt. Mitte 1477 be-
gann dann der komplizierte Burgundische Erb-
folgekrieg zwischen Frankreich und Maximilian 
von Habsburg, der erst 1493 zu Ende ging.



„Divide et impera“ – ein wichtiges Paradigma

▪ Beispielproblem: Jüngste Person im Hörsaal bestimmen

1) Teile das Problem in zwei „Hälften“

2) Löse die beiden kleineren / 
einfacheren Teilprobleme

3) Gesamtlösung aus den Lösungen
der Teilprobleme zusammensetzen

▪ Im Beispiel: jüngst (Hörsaal) = 

jüngst { jüngst {linke Hälfte} , jüngst {rechte Hälfte} }

▪ Evtl. Teilprobleme gleichzeitig bearbeiten (→ Parallelisierung)?

2553

Meist auf die glei-
che Art: rekursiv!

Das geht natürlich nur 
bei Problemen mit geeig-
neter modularer Struktur

Haben wir implizit schon mehrfach verwendet

Oder evtl. in mehr 
als zwei Teile?

Immer kleinere

Teilprobleme



„Divide et impera“: Voraussetzungen

▪ Das Problem muss beim Partitionieren „einfacher“ / kleiner werden
▪ Sollte für jedes der (möglichst etwa gleich grossen!) Teilprobleme gelten

▪ Wenn ein Teilproblem „atomar“ geworden ist (z.B. eine ein-
elementige Menge), dann muss dafür eine (hoffentlich „trivi-
ale“) Lösung auf andere Art existieren bzw. gefunden werden

▪ Gesamtlösung soll aus den Teillösungen einfach und effizient 
kombinierbar sein

▪ Nicht mit divide et impera bezeichnet wird im Allgemeinen die direkte Anwendung eines Verfahrens 
rekursiv auf eine einzige (einfachere) Instanz des gleichen Problems („decrease and conquer“) wie
z.B. altägyptische Multiplikation, euklidischer Algorithmus, Binärsuche mit Intervallhalbierung etc.

2554

Man erkennt direkt, dass dies
zu einer Baumstruktur führt!

Teilpro-
blem 1

Teilpro-
blem 2

Gesamt-
problem



Beispiel für divide et impera: Rekursive Bestim-
mung des Minimums einer geordneten Menge

(1) Teile die Menge P in 2 Teilmengen P1, P2 („Partition“), sodass:

▪ P1  P2 = P

▪ P1  P2 = Ø

(2) Löse das Problem für die beiden 
jew. kleineren Mengen P1 und P2

▪ Sei p’ das Minimum von P1

▪ Sei p” die entspr. Lösung für P2

(3) Vergleiche p’ mit p” und liefere 
den kleineren der beiden Werte 
als Ergebnis p zurück

▪ Also: p = min(p’,p”)

2555

Das ist ein Baum
(in Darstellung als
Mengendiagramm)

Gesamtmenge

Partitionierung des
Problems
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Eine andere Darstellung des Rekursionsbaums

Erinnert an 
Bottom-up-Minimax

2556
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Divide nec impera
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„Es muss in der zweiten Hälfte vom Jahr 1963 passiert sein. Die IBM 
1401 stand noch nicht lange im Maschinenraum, und ich war so stolz, 
dass ich mit SPS ein kleines Programm schreiben durfte. Ich kann mich 
nicht mehr erinnern, ob es eine Lohnabrechnung wie 90% aller Aufträge 
war; oder vielleicht handelte es sich um die Zahnpasta-Statistik, die von 
einer chemischen Firma beim Service-Büro in Auftrag gegeben wurde. 
Auf jeden Fall musste mindestens einmal eine Division gemacht werden.

Damals waren die Befehle „Multiplizieren“ und „Dividieren“ noch nicht als 
fixe Operation im Rechner eingebaut. [...] Multiplikation ging dennoch
und zwar wie folgt: Bei 4 mal 5 wird einfach in das Resultatfeld 5 plus 5 
plus 5 plus 5 addiert und wir erhalten 20. Bei einer Division, z.B. 12 geteilt 
durch 3, wird solange die 3 von 12 abgezogen, bis das Resultat Null oder 
kleiner als Null ist; also heisst die Rechnung 12 minus 3 = 9 minus 3 = 6 
minus 3 = 3 minus 3 = Null; das Resultat ist somit 4.

Diese Generation von 1401 hatte auch keine Absicherung auf Zero-Divide-
Exception! Wenn nun der Programmierer das Feld vorher nicht auf Null 
prüfte, um dann eine solche Division zu verhindern, gab es eine Katastro-
phe. Wenn wir beim obigen Beispiel statt 3 eine 0 setzen, beginnt der 
Computer mit der Rechnung 12 minus 0 = 12 minus 0 = 12 minus 0 = 
12…  Das bedeutet eine Endlosschlaufe.

Dummerweise passierte mir eine solche Division durch Null, und jetzt beschäftigte sich das System sozusagen 
mit sich selbst. Es war einfach nicht mehr zu stoppen. Also einfach Strom wegnehmen. Aber wo macht man 
das? Als Junior-Programmierer hatte ich keine Ahnung, wo der Hauptschalter sein konnte. Da musste zuerst 
der Chef-Operator heran. Es war auch ein recht kräftiger Eingriff nötig. Der sogenannte „Schütz“ war erst für 
den Zugriff frei, als der Operator die ganze hintere blaue Metallwand (ca. 76 cm x 152 cm) aushängte. Der 
Schalter selber war ein ca. 30 cm grosser Griff, der mit viel Kraft herunter gedrückt werden musste. 

Nach etwa einer halben Stunde, während der die CPU ständig minus Null addierte, konnte das System endlich 
gestoppt werden.“ [www.msig.ch/wirklich-erlebt/rechner-durch-brutale-gewalt-gestoppt/]
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Die Türme von Hanoi –
Ein Klassiker der rekursiven Problemlösung

2558
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Türme von Hanoi

▪ Der Legende nach versucht sich ein buddhistischer 
Mönchsorden seit vielen Jahren an folgendem Problem:

▪ 64 goldene Scheiben verschiedener Grösse
sind auf Turm 1 aufeinander gestapelt

▪ Scheiben dürfen nur einzeln von einem
Turm zu einem anderen gebracht werden

▪ Es darf immer nur eine kleinere Scheibe 
auf einer grösseren liegen, nie umgekehrt

▪ Am Ende sollen alle Scheiben korrekt auf
Turm 3 liegen

▪ Gesucht ist ein Algorithmus, der 
angibt, wann welche Scheibe von
wo nach wo zu bewegen ist 
▪ Verfügbar ist ein anfangs leerer Turm 2

2559

Ein Problem, das sich relativ leicht 
rekursiv lösen lässt, aber nicht so 
einfach ohne Rekursion

1883 vom französischen Mathema-
tiker Edouard Lucas beschrieben

Turm 1            Turm 2           Turm 3

 Lösungsidee

→ Lösungsidee



La Tour de Hanoï par Édouard LUCAS, publié à titre posthume en 1892

Dans le grand temple de Bénarès, au-dessous du dôme qui marque le centre du monde, on aperçoit trois 
aiguilles de diamant, plantées dans une dalle d’airain, hautes d’une coudée et grosses comme le corps d’une 
abeille. Sur l'une de ces aiguilles, le dieu PARABAVASTÛ enfila, au commencement des siècles, soixante-
quatre disques d’or pur, le plus large reposant sur le bronze et les autres, de plus en plus étroits, superposés 
jusqu’au sommet. C’est la Tour Sacrée de VISHNOU. Nuit et jour, les bonzes se succèdent sur les marches de 
l’autel, occupés à transporter la Tour Sacrée, de la première aiguille sur la troisième, étage par étage, sans 
jamais intervertir, sans jamais s’écarter des règles immuables imposées par BRAHMA. Quand tout sera fini, la 
Tour et les Brahmes tomberont et ce sera la fin des mondes. […]

La Tour d’Hanoï, nouvellement restaurée, se compose d’étages superposés 
et décroissants, en nombre variable, […] très étroits au sommet, plus larges 
à la base, percés à leur centre et agrémentés des couleurs tonkinoises.

2560
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Le jeu consiste à démolir la Tour, étage par étage, et à la reconstruire dans 
un lieu voisin conformément aux règles indiquées. Les règles du jeu sont 
les suivantes : […]

I. – On ne peut déplacer à chaque coup que l’étage supérieur d’une pile.

II. – On peut enlever l’étage supérieur d’une pile pour l’enfiler sur une tige 
relevée n’ayant encore aucun étage.

III.– On peut enlever l’étage supérieur d’une pile et le placer sur une autre 
pile; à la condition expresse que l’étage supérieur de celle-ci soit plus grand.

Ce jeu est donc la représentation sensible de la Question de l’Etage, si 
importante dans l’existence. Amusant et instructif, facile à apprendre et à 
jouer, à la ville, à la campagne, en voyage, il a pour but la vulgarisation des 
sciences. […]

La Tour d’Hanoï n’est, en réalité, que la représentation sensible de l’Arith-
métique binaire; c’est une transformation du Boulier chinois de FO-CHI et 
du Baguenaudier. […]



Türme von Hanoi – Animation

7 Schritte
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Türme von Hanoi – Animation mit Roboter
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Türme von Hanoi – Lösen ohne Sinn und Verstand?
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Türme von Hanoi
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Matrjoschkas auf dem Verschiebebahnhof
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Eine ungewöhnliche Ausgestaltung der 
Türme von Hanoi: n „halbe Matrjoschkas“ 
sind entsprechend den Spielregeln zu 
rangieren, wobei hier die grösste Spiel-
figur oben, d.h. aussen, liegt, damit sie 
alle kleineren umfassen kann.  

Selbst illegale Konfigurationen
sehen nett aus und könnten ei-
nen Zielzustand darstellen.

Das „framing“ des Problems ist etwas anders: 
Die Räume einer Wohnung sind durch Gänge 
verbunden, und die Familie der Matrjoschkas, 
welche in einem Zimmer wohnt, soll in einen 
anderen Raum umziehen, aber natürlich unter 
Beachtung von einigen Regeln…



Türme von Hanoi – Lösungsidee

▪ Bedingung dafür, die unterste (grösste) Scheibe schliesslich 
irgendwann von Turm 1 wegzubewegen, z.B. nach Turm 3:

(a) Auf Turm 1 befindet sich nichts sonst

(b) Turm 3 ist leer

▪ Aus (a) und (b) folgt:
(c) Alle anderen Scheiben 
befinden sich auf Turm 2!

▪ → Es müssen zunächst die n-1 obersten Scheiben 

von Turm 1 nach Turm 2 gebracht werden

▪ Dies ist das gleiche Problem in kleinerer Dimension
(denn offenbar beeinflusst die dabei nicht betrachtete unterste 
Scheibe auf Turm 1 nicht die Lösung des Teilproblems)

2565

Gesucht ist ein Algorithmus, der 
angibt, wann welche Scheibe 
von wo nach wo zu bewegen ist

Turm 1       Turm 2       Turm 3



Rekursionsansatz

▪ „Das gleiche Problem in kleinerer Dimension“

▪ → Lösungsansatz für das Gesamtproblem:

2566

(a) Bringe den „n-1 Turm“ 
von 1 nach 2

(b) Bewege eine Scheibe
von 1 nach 3

(c) Bringe den „n-1 Turm“ 
von 2 nach 3

Wieso ist folgende ähnliche Überlegung falsch?
(a) Bewege die oberste (kleinste) Scheibe von 1 nach 2
(b) Bringe den restlichen „n-1 Turm“ von 1 nach 3
(c) Bewege die eine (kleinste) Scheibe von 2 nach 3

Zwischen-
ziel rekursiv
ansteuern

(a)

(c)(b)



Rekursionsansatz bei der Routenplanung?

▪ „Das gleiche Problem in kleinerer Dimension“

▪ Man möchte auf kürzestem Weg 
von Zürich nach Mailand fahren
und löst das Problem rekursiv: Es
wird zunächst Bellinzona als Zwi-
schenziel auf kürzestem Weg an-
gesteuert, sodann von Bellinzona
aus auf kürzestem Weg das End-
ziel Mailand. 

▪ Wieso versagt dieser Ansatz hier 
im Unterschied zum Türme-von-
Hanoi-Problem? (Lässt sich das 
reparieren?)

2567

Zwischen-
ziel rekursiv
ansteuern

Eine Denkübung
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Das rekursive Java-Programm
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void bewege(int von, int nach) {
System.out.println("Oberste Scheibe von Turm " +

von + " nach Turm " + nach);
}

void hanoi(int groesse, int von, int nach) {
if (groesse == 1) 

bewege(von, nach);
else {

hanoi(groesse-1, von, 6-von-nach);
bewege(von, nach);
hanoi(groesse-1, 6-von-nach, nach);

}
}

Könnte man die Rekursion nicht bei 0 statt 1 
aufhören lassen? Wie sieht das dann aus?

3 Türme: Turm 1,
Turm 2, Turm 3

Das ist ein Programm ohne Zuweisung! 
(→ funktionaler Programmierstil)

Der „andere“ Turm

The solution for, say, five discs reduces to that for four, which 
in turn reduces to that for three, then two, then one, then zero. 
But with no discs at all, the puzzle is trivial. – Ian Stewart



Veranschaulichung des Rekursionsbaums
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hanoi(1,1,2) bewege(1,2)

hanoi(2,1,3) bewege(1,3)

hanoi(1,2,3) bewege(2,3)

hanoi(3,1,2) bewege(1,2)

hanoi(1,3,1) bewege(3,1)

hanoi(2,3,2) bewege(3,2)

hanoi(1,1,2) bewege(1,2)

hanoi(4,1,3) bewege(1,3)

hanoi(1,2,3) bewege(2,3)

hanoi(2,2,1) bewege(2,1)

hanoi(1,3,1) bewege(3,1)

hanoi(3,2,3) bewege(2,3)

hanoi(1,1,2) bewege(1,2)

hanoi(2,1,3) bewege(1,3)

hanoi(1,2,3) bewege(2,3)

Umsetzen eines Stapels der Höhe 4 von Turm 1 nach Turm 3: 

Programm als Anweisungsfolge für einen Roboter

bewege(1,2)

bewege(1,3)

bewege(1,2)

Z
e
it



Veranschaulichung des Rekursionsbaums
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hanoi(1,1,2) bewege(1,2)

hanoi(2,1,3) bewege(1,3)

hanoi(1,2,3) bewege(2,3)

hanoi(3,1,2) bewege(1,2)

hanoi(1,3,1) bewege(3,1)

hanoi(2,3,2) bewege(3,2)

hanoi(1,1,2) bewege(1,2)

hanoi(4,1,3) bewege(1,3)

hanoi(1,2,3) bewege(2,3)

hanoi(2,2,1) bewege(2,1)

hanoi(1,3,1) bewege(3,1)

hanoi(3,2,3) bewege(2,3)

hanoi(1,1,2) bewege(1,2)

hanoi(2,1,3) bewege(1,3)

hanoi(1,2,3) bewege(2,3)

bewege(1,3)

bewege(1,2)

3          2          1

1 2 4 8

Programm als Anweisungsfolge für einen Roboter

Z
e
it

 Zählen im Dualsystem?

15 Schritte

1  Esel
2  Hund
4  Katze

+ 8  Hahn



Getakteter Marschplan und der Gray-Code

Gibt in jedem Zeittakt an, wer 
sich dann zu bewegen hat.

Das Ziel ist für jeden eindeu-
tig, da die Regel einzuhalten
ist (nie auf einem kleineren zur
Ruhe kommen bzw. nicht dort-
hin, wo der Hahn ist); nur der
Hahn braucht Orientierung (et-
wa: nicht direkt wieder zurück-
fliegen).

1    0             0             0              1
2    0             0             1             0
3    0             0             0              1
4    0             1 0              0
5    0             0             0              1
6    0             0             1 0
7    0             0             0              1
8 1 0             0              0
9    0             0             0              1
10    0             0             1 0
11    0             0             0              1
12    0             1 0              0
13    0             0             0              1
14    0             0             1 0
15    0             0             0              1

2571

Z
e
it

Fasst man jede 1 als einen Impuls auf, der eine jeder Spalte zugeordnete Binärstelle umschaltet, dann
erhält man den sogenannten Gray-Code (für 4 Bit): 0000, 0001, 0011, 0010, 0110, 0111, 0101,
0100,... Zählt man umgekehrt im Gray-Code von 0000 an hoch, gibt diejenige eindeutige Bitposition,
die sich dabei jeweils ändert, an, welche Scheibe bewegt werden soll.

⤺ |

⤺ |

1 2 4 8



Die Bremer Stadtmusi-
kanten lassen grüssen
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Volksmärchen, 1819 veröf-
fentlicht in „Grimms Mär-
chen“. Es geht um vier 
im Alter schlecht behan-
delte Haustiere (Hahn, 
Katze, Hund und Esel), 
die fortlaufen, in Bremen 
Stadtmusikanten werden 
wollen, dort aber nie an-
kommen, weil es ihnen 
unterwegs gelingt, das 
Haus einer Räuberbande 
zu erobern, indem sie die 
Räuber durch eine Figu-
renpyramide sowie lauten 
„Gesang“ erschrecken 
und vertreiben. 

Allegorisch entsprechen die Tiere den im Dienst bei der Herrschaft alt gewordenen, abgear-
beiteten und durch den Verlust an Leistungskraft nutzlos gewordenen Knechten und Mägden. 
Mit ihrem Aufbruch, ihrem Zusammenhalt und Mut schaffen sie das fast Unmögliche. Sie 
überlisten die Bösen, schaffen sich ein Heim und somit ein neues Leben. Und wenn sie nicht 
gestorben sind, dann leben sie noch heute.

Mehr zum Märchen siehe https://de.wikipedia.org/wiki/Die_Bremer_Stadtmusikanten



Die Bremer Stadtmusikanten. Es hatte ein Mann einen Esel, der schon lange Jahre die Säcke unver-
drossen zur Mühle getragen hatte, dessen Kräfte aber nun zu Ende giengen, so daß er zur Arbeit immer
untauglicher ward. Da dachte der Herr daran, ihn aus dem Futter zu schaffen, aber der Esel merkte daß
kein guter Wind wehte, lief fort und machte sich auf den Weg nach Bremen: dort, meinte er, könnte er ja
Stadtmusikant werden. Als er ein Weilchen fortgegangen war, fand er einen Jagdhund auf dem Wege lie-
gen, der jappte wie einer, der sich müde gelaufen hat. „Nun, was jappst du so, Packan?“ fragte der Esel.
„Ach,“ sagte der Hund, „weil ich alt bin und jeden Tag schwächer werde, auch auf der Jagd nicht mehr
fort kann, hat mich mein Herr wollen todt schlagen, da hab ich Reißaus genommen; aber womit soll ich
nun mein Brot verdienen?“ „Weißt du was,“ sprach der Esel, „ich gehe nach Bremen und werde dort Stadt-
musikant, geh mit und laß dich auch bei der Musik annehmen. Ich spiele die Laute, und du schlägst die
Pauken.“ Der Hund wars zufrieden, und sie giengen weiter. Es dauerte nicht lange, so saß da eine Katze
an dem Weg und machte ein Gesicht wie drei Tage Regenwetter. „Nun, was ist dir in die Quere gekom-
men, alter Bartputzer?“ sprach der Esel. „Wer kann da lustig sein, wenns einem an den Kragen geht,“
antwortete die Katze, „weil ich nun zu Jahren komme, meine Zähne stumpf werden, und ich lieber hinter
dem Ofen sitze und spinne, als nach Mäusen herum jage, hat mich meine Frau ersäufen wollen; ich habe
mich zwar noch fortgemacht, aber nun ist guter Rath theuer: wo soll ich hin?“ „Geh mit uns nach Bremen,
du verstehst dich doch auf die Nachtmusik, da kannst du ein Stadtmusikant werden.“ Die Katze hielt das
für gut und gieng mit. Darauf kamen die drei Landesflüchtigen an einem Hof vorbei, da saß auf dem Thor
der Haushahn und schrie aus Leibeskräften. „Du schreist einem durch Mark und Bein,“ sprach der Esel,
„was hast du vor?“ „Da hab ich gut Wetter prophezeit,“ sprach der Hahn, „weil unserer lieben Frauen Tag
ist, wo sie dem Christkindlein die Hemdchen gewaschen hat und sie trocknen will; aber weil Morgen zum
Sonntag Gäste kommen, so hat die Hausfrau doch kein Erbarmen, und hat der Köchin gesagt sie wollte
mich Morgen in der Suppe essen, und da soll ich mir heut Abend den Kopf abschneiden lassen. Nun
schrei ich aus vollem Hals, so lang ich noch kann.“ „Ei was, du Rothkopf,“ sagte der Esel, „zieh lieber mit
uns fort, wir gehen nach Bremen, etwas besseres als den Tod findest du überall; du hast eine gute Stim-
me, und wenn wir zusammen musicieren, so muß es eine Art haben.“ Der Hahn ließ sich den Vorschlag
gefallen, und sie giengen alle viere zusammen fort.

Sie konnten aber die Stadt Bremen in einem Tag nicht erreichen und kamen Abends in einen Wald, wo
sie übernachten wollten. Der Esel und der Hund legten sich unter einen großen Baum, die Katze und der
Hahn machten sich in die Äste, der Hahn aber flog bis in die Spitze, wo es am sichersten für ihn war. Ehe
er einschlief, sah er sich noch einmal nach allen vier Winden um, da däuchte ihn er sähe in der Ferne ein
Fünkchen brennen und rief seinen Gesellen zu es müßte nicht gar weit ein Haus sein, denn es scheine
ein Licht. Sprach der Esel „so müssen wir uns aufmachen und noch hingehen, denn hier ist die Herberge
schlecht.“ Der Hund meinte ein paar Knochen und etwas Fleisch dran, thäten ihm auch gut. Also machten
_____________
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sie sich auf den Weg nach der Gegend, wo das Licht war, und sahen es bald heller schimmern, und es
ward immer größer, bis sie vor ein hell erleuchtetes Räuberhaus kamen. Der Esel, als der größte, näher-
te sich dem Fenster und schaute hinein. „Was siehst du, Grauschimmel?“ fragte der Hahn. „Was ich se-
he?“ antwortete der Esel, „einen gedeckten Tisch mit schönem Essen und Trinken, und Räuber sitzen
daran und lassens sich wohl sein.“ „Das wäre was für uns“ sprach der Hahn. „Ja, ja, ach, wären wir da!“
sagte der Esel. Da rathschlagten die Thiere wie sie es anfangen müßten, um die Räuber hinaus zu jagen
und fanden endlich ein Mittel. Der Esel mußte sich mit den Vorderfüßen auf das Fenster stellen, der
Hund auf des Esels Rücken springen, die Katze auf den Hund klettern, und endlich flog der Hahn
hinauf, und setzte sich der Katze auf den Kopf. Wie das geschehen war, fiengen sie auf ein Zeichen
insgesammt an ihre Musik zu machen: der Esel schrie, der Hund bellte, die Katze miaute und der Hahn
krähte; dann stürzten sie durch das Fenster in die Stube hinein daß die Scheiben klirrten. Die Räuber
fuhren bei dem entsetzlichen Geschrei in die Höhe, meinten nicht anders als ein Gespenst käme herein
und flohen in größter Furcht in den Wald hinaus. Nun setzten sich die vier Gesellen an den Tisch, nah-
men mit dem vorlieb, was übrig geblieben war, und aßen als wenn sie vier Wochen hungern sollten.

Wie die vier Spielleute fertig waren, löschten sie das Licht aus und suchten sich eine Schlafstätte, jeder
nach seiner Natur und Bequemlichkeit. Der Esel legte sich auf den Mist, der Hund hinter die Thüre, die
Katze auf den Herd an die warme Asche, und der Hahn setzte sich auf den Hahnenbalken: und weil sie
müde waren von ihrem langen Weg, schliefen sie auch bald ein. Als Mitternacht vorbei war, und die Räu-
ber von weitem sahen daß kein Licht mehr im Haus brannte, auch alles ruhig schien, sprach der Haupt-
mann „wir hätten uns doch nicht sollen ins Bockshorn jagen lassen,“ und hieß einen hingehen und das
Haus untersuchen. Der Abgeschickte fand alles still, gieng in die Küche, ein Licht anzuzünden, und weil
er die glühenden, feurigen Augen der Katze für lebendige Kohlen ansah, hielt er ein Schwefelhölzchen
daran, daß es Feuer fangen sollte. Aber die Katze verstand keinen Spaß, sprang ihm ins Gesicht, spie
und kratzte. Da erschrack er gewaltig, lief und wollte zur Hinterthüre hinaus, aber der Hund, der da lag,
sprang auf und biß ihn ins Bein: und als er über den Hof an dem Miste vorbei rannte, gab ihm der Esel
noch einen tüchtigen Schlag mit dem Hinterfuß; der Hahn aber, der vom Lärmen aus dem Schlaf ge-
weckt und munter geworden war, rief vom Balken herab „kikeriki!“ Da lief der Räuber, was er konnte, zu
seinem Hauptmann zurück und sprach „ach, in dem Haus sitzt eine gräuliche Hexe, die hat mich ange-
haucht und mit ihren langen Fingern mir das Gesicht zerkratzt: und vor der Thüre steht ein Mann mit
einem Messer, der hat mich ins Bein gestochen: und auf dem Hof liegt ein schwarzes Ungethüm, das
hat mit einer Holzkeule auf mich losgeschlagen: und oben auf dem Dache, da sitzt der Richter, der rief
bringt mir den Schelm her. Da machte ich daß ich fortkam.“ Von nun an getrauten sich die Räuber nicht
weiter in das Haus, den vier Bremer Musikanten gefiels aber so wohl darin, daß sie nicht wieder heraus
wollten. Und der das zuletzt erzählt hat, dem ist der Mund noch warm.



Der Ablauf bei hanoi(4,1,3)
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void hanoi(int groesse, int von, int nach) {
if (groesse == 1) 
bewege(von, nach);

else {
hanoi(groesse-1, von, 6-von-nach);
bewege(von, nach);
hanoi(groesse-1, 6-von-nach, nach);

}
}

Die dynamische Aufrufkette

Es existieren gleichzeitig mehrere Instanzen
der hanoi-Methode

Jede wartet auf Fertigstellung der von ihr 
gerufenen Methode an der Aufrufstelle

Mit der eigenen Instanz wird fortgefahren, 
wenn die Aufrufkette wieder bis dorthin 
abgebaut worden ist

if … bewege …
hanoi(3,1,2)
bewege(1,3)
hanoi(3,2,3) 

hanoi(4,1,3)

if … bewege …
hanoi(2,2,1)
bewege(2,3)
hanoi(3,1,3) 

hanoi(3,2,3)

if … bewege …
hanoi(1,2,3)
bewege(2,1)
hanoi(1,3,1) 

hanoi(2,2,1)

bewege(2,3)
hanoi(0,2,1)
bewege(2,3)
hanoi(0,1,3) 

hanoi(1,2,3)

Schnappschuss des 
Berechnungszustandes

println(2,3)

bewege(2,3)

Tiefe der 
dynamischen 

Aufrufkette
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Zeitkomplexität des Hanoi-Algorithmus

▪ Nach der Legende ist das Weltende erreicht, 
wenn die Mönche ihre Aufgabe gelöst haben

▪ Wann ist das bei unserem Algorithmus der Fall?
▪ n = 64 Scheiben
▪ Eine Scheibe / Minute

▪ „Anfangsverdacht“ für die Zeitkomplexität (= Anzahl 
der Elementarschritte, hier: „bewege“) empirisch:

2577
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▪ Vermutung: t(n) = 2
n
-1

▪ Rekursionsformel: t(n) =
1 für n = 1
2 t(n-1) + 1 sonst

▪ Korrektheit der Rekursionsformel ist klar: t(n-1) in der ersten
Halbzeit, nochmal t(n-1) in der zweiten und 1 dazwischen

▪ Zur Korrektheit der geschlossenen Formel 2
n
-1

zeige induktiv: 2
n
-1erfüllt die Rekursionsformel

n

1

2

3

4

:

t(n)

1

3

7

15

:



Zum Weltuntergang

▪ Da haben wir noch einmal Glück gehabt!
▪ t(64) = 2

64
-1 min = 18 446 744 073 709 551 615 min ≈ 1.8 × 10

19
min 

≈ 1.28 × 10
16

Tage ≈ 3.5 × 10
13

Jahre

▪ Die Welt existiert erst seit ca. 1.38×10
10

Jahren

▪ Der Weltuntergang steht also noch nicht 
unmittelbar bevor...

▪ Algorithmen exponentieller Zeitkomple-
xität t(n)= c

n
lassen sich in der Praxis 

selbst für „vernünftige“ Problemgrössen
n auch auf sehr schnellen Computern 
oft kaum (jemals!) ausführen
▪ Sie sind inhärent ineffizient
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Achtzehn Trillionen vierhundertsechsundvierzig Billi-
arden siebenhundertvierundvierzig Billionen dreiund-
siebzig Milliarden siebenhundertneun Millionen fünf-
hunderteinundfünfzigtausendsechshundertfünfzehn

Genügend Zeit bis zum Weltuntergang

«Nous pourrions offrir une prime de dix mille francs, de cent mille 
francs, d’un million de francs, et plus encore, à celui qui réaliserait, 
à la main, le transport de la Tour d’Hanoï, à soixante-quatre étages, 
conformément aux règles du Jeu. Nous dirons, tout de suite, qu’il 
faudrait exécuter successivement le nombre de déplacements 18 
446 744 073 709 551 615, ce qui exigerait plus de cinq milliards de 
siècles!» -- É. Lucas im Prospekt zu seinem Spiel von 1883.

La Tour d'Hanoï n'a pas été rapportée 

du Tonkin, puisque l'inventeur n'y est 

jamais allé. Elle a été imaginée en 

1876, au 

Paris, dans la maison bâtie sur 

l'emplacement de celle où mourut 

PASCAL, le 19 août 1663. L'auteur 

réunissait alors les matériaux 

nécessaires pour écrire l'histoire, du 

calcul, de ses méthodes, de ses 

appareils et de ses machines.



Effizientere und einfachere 
Algorithmen für das Problem?

▪ Sind die Mönche vielleicht schlecht beraten?

▪ D.h.: gibt es einen effizienteren Algorithmus 
(der die geforderten Nebenbedingungen des Problems einhält)?
▪ Ja? (→ Algorithmus angeben!)

▪ Nein? (→ Beweis, dass nicht!)

▪ Oder: weiss vielleicht niemand, ob „ja“ oder „nein“ gilt?

▪ Noch eine Frage: Gibt es einen (einfachen) 
nicht-rekursiven Algorithmus für das Problem?
▪ Antwort: Ja, aber dieser wird hier nicht verraten
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May the 4th be with you!

▪ Zu den Türmen von Hanoi 
gibt es sogar ganze Bücher:

▪ Angenommen, man hat 
einen (anfangs leeren) 
weiteren Turm als Zwi-
schenspeicher – wie 
schnell (und nach wel-
chem Algorithmus!) 
kann man dann die 64 
Scheiben umstapeln? 

1              2            3          4

n

1
2
3
4
5
6
7
8
...
25
...
30
...
45
... 

t(n)

1
3
5
9

13
17
25
33
...

577
...

1025
...

4097
…
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1 → 2

1 → 3

1 → 4

2 → 3

1 → 2

1 → 5

4 → 5

1 → 4

2 → 4

1 → 2

4 → 1

4 → 2

5 → 4

5 → 2

1 → 2

4 → 2

3 → 4

3 → 2

4 → 2

5 Türme, 7 Scheiben – May the Force be with you!
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Animation: http://towersofhanoi.info/Animate.aspx
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Leider kann man das ver-
allgemeinerte Problem nicht 
mehr so einfach lösen, indem 
man es auf einen einzigen ka-
nonischen und einfacheren 
Fall zurückführt. Man lasse 
sich nicht durch das klassi-
sche Hanoi-Problem in fal-
scher Sicherheit wiegen! 

Algorithmus durch Zuschauen lernen??



Mehr Türme!?
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From mattern Thu Jan 23 19:48:12 1997
Subject: Tuerme von Hanoi-Problem fuer 4 Stapel
To: hinz@rz.mathematik.uni-muenchen.de
Date: Thu, 23 Jan 1997 19:48:12 +0100 (MET)

Lieber Herr Hinz,

ich habe neulich in meiner Vorlesung "Grundzuege
der Informatik I" als praktische Programmieraufgabe 
das Tuerme von Hanoi-Problem fuer 4 Stapel gestellt. 
(Die genaue Aufgabenstellung fuege ich unten an.) 
Unter Studenten, Tutoren (und auch Mitarbeitern...) 
ist nun ein gewisser "Streit" um die "schoenste" 
Loesung, aber auch um das Minimum der Schrittzahl 
bei (z.B. 16) Scheiben entbrannt (insbesondere wenn 
beim rekursiven Ansatz die untersten k Scheiben 
zunaechst festgehalten werden).

Nun habe ich gehoert, dass Sie sich mit der 
Verallgemeinerung des Problems auf mehr als 3 
Stapel intensiv befasst haben. Daher direkt die 
Frage an den Experten: Wo findet man hierzu 
Resultate, schoene Algorithmen etc...?

Ich koennte mich jetzt selbst auf die Suche in 
der Bibliothek machen, aber vielleicht haben Sie 
ja Tips, die direkt zur Loesung unserer Fragen 
fuehren oder koennen die besten Literaturreferenzen 
dazu nennen. (Ich hatte mir vor Jahren das Problem 
einmal aus einer Ausgabe des SIGCSE Bulletin 
herausgeschrieben, weil ich es als Aufgabenstellung 
recht nett fand.)

Herzlichen Dank!

Mit freundlichen Gruessen,
F. Mattern.

Es gab einmal Zeiten, wo Papers aus Papier 
waren und nicht virtualisiert elektronisch bzw. 
digital im Internet existierten, wo es noch kein 
Google gab und wo E-Mail keine Umlaute zu-
liess. Was für armselige und mühsame Zeiten!  

Date: Tue, 28 Jan 97 18:53:58 +0100 

Lieber Herr Mattern!

Um die letzte Frage Ihrer Aufgabe zuerst zu 
beantworten: Die Welt waere bereits nach 
weniger als sechs Stunden untergegangen 
(bei einer Scheibenbewegung pro Sekunde)! 
Allerdings muessten Sie das k in Ihrem 
Algorithmus variieren lassen, was ein 
rekursives Verfahren schwierig macht.

Tatsaechlich ist das Problem der minimalen 
Zugzahl bei 4 Stangen bislang ungeloest. Es 
gibt lediglich einen guten Kandidaten. Die 
gesamte Problematik koennen Sie einigen 
meiner Arbeiten zu diesem Thema entnehmen, 
die ich Ihnen heute per Post zugeschickt 
habe. Am interessantesten duerfte fuer Sie 
meine Arbeit in "Computing" sein.

Die Literatur zum TvH mit mehr als drei 
Stangen ist recht umfangreich. Am einfachsten 
ist es, wenn Sie beim FIZ in Karlsruhe in den 
Mathematikkatalog des Zentralblattes nach den 
Stichworten "Tower?" und "Hanoi" suchen.

Fuer Fragen und Anregungen stehe ich gerne 
zur Verfuegung.

Mit freundlichen Gruessen, Andreas M. Hinz.



Mehr Türme!?
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Das Problem, kürzeste Lösungen bei mehr als 3 Stapeln zu finden, ist echt schwierig. 2016 
analysierten Hinz und Petr u.a. die Konfiguration mit 5 Stapeln und 20 Scheiben; das Bild 
zeigt alle 2046330 kürzesten Pfade von der Ausgangsstellung (20,0,0,0,0) zu einer Halbzeit-
Zwischenstellung (1,0,3,6,10), wo die unterste Scheibe schliesslich beweglich ist. Bei  5 
Stapeln und 20 Scheiben benötigt man 55+1+55 = 111 Züge; weniger genügen nicht.

A.M. Hinz, C. Petr: Compu-
tational Solution of an Old 
Tower of Hanoi Problem. 
Electronic Notes on Discr. 
Math. 53 (2016) 445–458



Mergesort – ein Beispiel für „divide et impera“
[„Sortieren durch Verschmelzen“]

▪ „Merge“ = einfädeln, verflechten, verschmelzen
▪

2584

→ Kombination von zwei 
sortierten Teilfolgen zu 
einer einzigen sortierten
Folge durch fortgesetzte 
Auswahl des kleineren der 
beiden Anfangselemente
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Mergesort  – Prinzip  (divide et impera)

1)Erste Hälfte der Daten rekur-
siv mit Mergesort sortieren

2)Zweite Hälfte der Daten rekur-
siv mit Mergesort sortieren

3)Mergen („kombinieren“) der 
beiden sortierten Hälften

→ Folgen der Länge 1 nicht
sortieren (Rekursionsabbruch)

2586

Unsortierte Daten

Teil 1 Teil 2

Teil 1 sortiert Teil 2 sortiert

Sortierte Daten

Aufteilen
(etwa gleich gross)

Jeweils für sich
rekursiv sortieren

Merge

Muss nicht exakt
halbiert werden

Das Mergesort-Verfahren wurde 1945 von John von Neumann vorgestellt; es
eignet sich auch dann gut, wenn die Daten auf (nur sequentiell zugreifbarem)
Magnetband vorliegen und nicht alle Daten in den Hauptspeicher geladen wer-
den können; es wurde früher sogar in mechanischen Sortiergeräten eingesetzt.



(2) kombinieren

Mergesort  – ein Beispiel
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Luca David Nico Alina Emma JuliaFelix HannahTim

Luca David Nico Alina Emma JuliaFelix HannahTim

Luca David Nico Alina Emma JuliaFelix HannahTim

Luca David Nico Alina Emma JuliaFelix HannahTim

David Nico

David Nico Alina Tim Emma Felix Hannah Julia

TimDavid Luca Nico Alina Emma Felix

TimAlina Emma Felix Hannah Julia

Alina David Emma Felix Hannah Julia Luca Nico Tim

(1) aufteilen



Ors eirt, beis eilp!
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SORTIERBEISPIEL

SORTIER    BEISPIEL

SOR    TIER    BEIS    PIEL

S  OR  TI  ER  BE  IS  PI EL

S  OR  IT  ER  BE  IS  IP EL

ORS   EIRT   BEIS   EILP

EIORRST   BEEIILPS

BEEEIIILOPRRSST

Hızlı Sıralama günümüzde yaygın olarak kullanılan bir sıralama algoritmasıdır. [...] Aynı işlemleri
sağdaki ve soldaki bölümlere ayrı ayrı yapılır. Sonuç şöyle : B E E E I I I L O P R R S S T
[Vikipedi : https://tr.wikipedia.org/wiki/Hızlı_sıralama]
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Mergesort  – rekursiver Ansatz

Der rekursive top-down Mergesort-Algorithmus in Java:

2589

Denkübung: ist die Bestimmung von m korrekt, 
auch wenn li+re eine ungerade Zahl ergibt?

void mergesort(int li, re) {
  ...
  if (...) {
   m = (li+re)/2;
   mergesort(li,m);
   mergesort(m+1,re);
   merge(li,m,re)
  ...

li, re und m stellen hier
Indizes eines Array dar



Mergesort in Java
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public void sort(int[] array) {
  // create tempArray for use in merging
  int[] tempArray = new int[array.length];
  mergeSort(array, 0, array.length-1, tempArray);
}

public void mergeSort(int[] array, int left, int right, int[] tempArray) {
    if (left < right) {
      int middle = (right + left) / 2;
      mergeSort(array, left, middle, tempArray);
      mergeSort(array, middle + 1, right, tempArray);
      merge(array, left, middle, right, tempArray);
    }
}

Wir geben eine konkrete Implementierung an (Quelle: 
https://cs.pomona.edu/~kim/CSC051GF14/lectures/Lecture40/Lecture40_2.html)

Methode „merge“ auf nächster slide→



Mergesort in Java  (2)
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private void merge(int []array, int left, int middle, int right, int[] tempArray) { 
     int indexLeft = left; 
     int indexRight = middle + 1; 
     int target = left;

    // Copy both pieces into tempArray
    for (int i = left; i <= right; i++) { tempArray[i] = array[i]; }

    // Merge them together back in array while both halves are not empty
    while (indexLeft <= middle && indexRight <= right) {
      if (tempArray[indexLeft] < tempArray[indexRight]) 
         { array[target] = tempArray[indexLeft]; indexLeft++; } 
      else 
         { array[target] = tempArray[indexRight]; indexRight++; }
      target++;
    }

    // Move any remaining elements from the left half
    while (indexLeft <= middle) {
      array[target] = tempArray[indexLeft];
      indexLeft++;
      target++;
    }

    // Move any remaining elements from the right half
    while (indexRight <= right) {
      array[target] = tempArray[indexRight];
      indexRight++;
      target++;
    }
}

Als kleine Übung baue man 
einen globalen Zähler für die 
Gesamtzahl der Zuweisungen 
an array bzw. tempArray ein 
und bestimme empirisch den 
Wert als Funktion der Grösse 
des zu sortierenden Arrays.
Man vergleiche dies auch mit 
der jew. gemessenen Laufzeit.



Mergesort vs. Quicksort

▪ Quicksort beruht ebenfalls auf dem Divide-et-impera-Prinzip

▪ Statt einer nachgelagerten Merge-Phase nutzt Quicksort aller-
dings eine vorgelagerte Partition-Phase: Danach sind alle Ele-
mente der linken „Hälfte“ kleiner oder gleich denen der rechten

2592

Der (seltene) worst case 
verursacht quadratischen 
Aufwand; im Mittel hat 
Quicksort allerdings (ge-
nau wie Mergesort) nur 
einen Aufwand proportio-
nal zu n log n.

Die Bestimmung eines 
geeigneten „Pivot-Ele-
mentes“ bei Quicksort, 
das die Grenze der bei-
den Partitionen ausmacht, 
ist etwas „tricky“; wir be-
handeln das nicht näher.

Mergesort Quicksort

copy copy

copy copy

≤
Sortiere rekursiv

(evtl. parallel!)

partition

merge

Sortiere rekursiv
(evtl. parallel!)

”I think Quicksort is the only really 
interesting algorithm that I’ve ever 
developed“ -- Tony Hoare



Quicksort – Pivot-Element
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Die Bestimmung eines 
geeigneten „Pivot-Ele-
ments“ ist etwas „tricky“.
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„Pivot“ stellt auch im Englischen
ein französisches Lehnwort dar. 
Es steht eigentlich für die Angel 
im Sinne des Stifts, um den sich 
ein Türflügel dreht (vgl. „aus den 
Angeln heben“ bzw. „sperrangel-
weit“), in der Technik auch mit 
„Schwenkhaken“ bezeichnet; im 
erweiterten Sinn auch für Dreh-
und Angelpunkt bzw. Drehachse. 
„Un rôle pivot“ ist eine Schlüssel-
rolle. Beim Gauß-Verfahren zum 
Lösen von linearen Gleichungs-
systemen muss gelegentlich ein 
geeignetes „Pivot-Element“ der
Matrix gewählt werden, das eine 
Vertauschung von Zeilen oder 
Spalten induziert.



Quicksort Basics
[Wikipedia]

▪ Bild: Acht Schnappschüsse;
die Zahlen von 1 bis n (in
zufälliger Ausgangsreihen-
folge) werden quicksortiert 

▪ Quicksort ist für ein breites Spektrum von praktischen Anwendungen der 
bevorzugte Sortieralgorithmus, weil er schnell ist und, sofern Rekursion 
zur Verfügung steht, einfach zu implementieren ist

▪ Quicksort ist ein In-Place-Verfahren: Es vertauscht die Elemente der zu 
sortierenden Liste nur innerhalb der Liste und kopiert sie nicht in zusätz-
lichen Speicherplatz (es benötigt allerdings für jede
Rekursionsebene zusätzlichen Platz auf dem Stack) 

▪ Bei de.wikipedia.org/wiki/Quicksort kann diese  →

Animation studiert werden
▪ Eine zufällige Permutation von Integerwerten wird mit 

Quicksort sortiert; die blauen Linien zeigen den Wert 
des rot markierten Pivot-Elements im jeweiligen Rekursionsschritt
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https://de.wikipedia.org/wiki/Quicksort


Quicksort-Erfinder Tony Hoare (* 1934)

1960: Tony Hoare mit 26 in Moskau.

“National Physical Laboratory in Teddington […] offered 
me a post as a Senior Scientific Officer to work on a proj-
ect just started for automatic translation from scientific 
Russian into English. They were writing a translation pro-
gram in machine code for the Pilot ACE computer. […] The 
first problem of machine translation that interested me was 
how to sort the words of each incoming Russian sentence 
into ascending order. Recall that the main stores of com-
puters of those days were large enough to hold one sen-
tence, but certainly not large enough to hold a dictionary. 
The dictionary was held on magnetic tape, so to look up a 
single Russian word would require a spin through the mag-
netic tape, on average covering half its length. It was clearly 
a better idea to spin through the tape only once for each 
whole sentence. This required you to sort the words in the 
sentence into alphabetical order before you start the tape 
spinning. I was thinking about this in my little room in Mos-
cow State University, and I tried to write down my thoughts 
in Mercury Autocode, which I had learnt the previous year 
at Oxford while I was studying statistics. My first idea I 
rejected as too slow. It was rapidly followed by my second 
idea, which later when I got back to England, I wrote up 
as my second ever published scientific article. Since then, 
it has become famous under the title «Quicksort».”
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Tony Hoare: Quicksort, Algol und Rekursion
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Anlässlich seiner Verleihung des Turing Awards hielt Tony Hoare im Oktober 1980 eine Rede 
(“The Emperor’s Old Clothes”) – hier einige kurze Auszüge daraus:

I start my story in August 1960, when I became a programmer with a small computer manu-
facturer, a division of Elliott Brothers (London) Ltd. […]. My first task was to implement for the 
new Elliott 803 computer, a library subroutine for a new fast method of internal sorting just 
invented by D L Shell […]. My boss and tutor, Pat Shackleton, was very pleased with my com-
pleted program. I then said timidly that I thought I had invented a sorting method that would 
usually run faster than Shellsort, without taking much extra store. He bet me sixpence that I had 
not. Although my method was very difficult to explain, he finally agreed that I had won my bet. 

I wrote several other tightly coded library subroutines but after six months I was given a much 
more important task – that of designing a new advanced high level programming language for 
the company’s next computer, the Elliott 503, which was to have the same instruction code as 
the existing 803 but run sixty times faster […]. By great good fortune there came into my hands 
a copy of the Report on the International Algorithmic Language ALGOL 60. Of course, this lan-
guage was obviously too complicated for our customers. How could they ever understand all 
those begins and ends when even our salesmen couldn’t? 

Around Easter 1961, a course on ALGOL 60 was offered in Brighton, England, with Peter Naur, 
Edsger Dijkstra, and Peter Landin as tutors. […] It was there that I first learned about recursive 
procedures and saw how to program the sorting method which I had earlier found such difficulty 
in explaining. It was there that I wrote the procedure, immodestly named QUICKSORT […]. After 
the ALGOL course in Brighton, Roger Cook was driving me and my colleagues back to London 
when he suddenly asked, “Instead of designing a new language, why don’t we just implement 
ALGOL 60?” We all instantly agreed – in retrospect, a very lucky decision for me. 

⤺ |
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Tony Hoare – Oral History 

Nachfolgend einige kurze Auszüge aus der „Oral History of Sir Antony Hoare“, produziert 2006 vom 
Computer History Museum. Das gesamte 24 Seiten umfassende Interview kann man hier nachlesen: 
http://archive.computerhistory.org/resources/text/Oral_History/Hoare_Sir_Antony/102658017.05.01.pdf

What was the first program you ever wrote?

Hoare: Back in 1958 I attended a course in Mercury Autocode, which was the programming language 
used on a computer that the University [Oxford] was just purchasing from Ferranti. I wrote a program. 
I chose my own exercise program. It was a solution of a two person game, using a technique which I 
found in a book on game theory by von Neumann and Morgenstern. It did, I think – well, I don’t know 
whether it worked or not. It certainly ran to the end, but I forgot to put in any check on whether 
the answers it produced was correct, and the calculations were too difficult for me to do by hand 
afterwards. 

What was programming like in those days?

Hoare: Very different from today. The programs were all prepared on punched cards or paper tape. 
It might take a day even to get them punched up from the coding sheets, and then submitted to a 
computer again, probably in a batch, maybe the following day. It would take a long time if there 
were any faults in the program, to find out where they were. 

You just submitted a hand-written program and somebody typed it up for you? 

Hoare: That’s right, yes. Yes. We weren’t so good at typing in those days. 

And the back of all this, you were developing interesting algorithms, like the Quicksort 
algorithm that everyone knows now. When did that fit in? 

Hoare: Well, that was so. I think Quicksort is the only really interesting algorithm that I ever de-
veloped, and I had already developed that when I was studying at Moscow State University. I got a

⤺ |
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“There are two methods in software design. One is 
to make the program so simple, there are obviously 
no errors. The other is to make it so complicated, 
there are no obvious errors.” -- Tony Hoare



letter from the National Physical Laboratory, which at that time was just starting a project for the 
automatic translation of Russian into English. They heard of me somehow indirectly, and so they 
wrote to me offering me a job as Senior Scientific Officer to work on this project. I thought I might 
as well find out what’s going on in this area, and so I looked up the Russian literature on the subject. I 
met several of the people in Moscow who were working on the machine translation. I wrote my first 
published article in Russian, in a journal called “The Machine Translation”. That certainly excited my 
interest in the topic of computers and languages. [...] In those days, the dictionary, in which you had 
to look up in order to translate from Russian to English, was stored on a long magnetic tape, and it 
took several minutes for the tape to be read from the beginning to the end. Well, this dictionary was 
stored in alphabetical order, starting with A and ending with Z in English, and therefore it paid to sort 
the words of the sentence into the same alphabetical order before consulting the dictionary so that 
you could look up all the words in the sentence on a single pass of the magnetic tape. You didn’t have 
to rewind the tape in order to look up the next word, because it was already in the right alphabetic 
order. 

But there were existing sorting algorithms. Were they already using those? 

2598
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Hoare: Oh, I didn’t know anything about what existed in those days. I thought 
with my knowledge of Mercury Autocode, I’ll be able to think up how I would 
conduct this preliminary sort. After a few moments, I thought of the obvious 
algorithm, which is now called bubble sort, and rejected that, because that was 
obviously rather slow, and thought of Quicksort as the second thing I thought of. 
It didn’t occur to me that this was anything very difficult. It was all an interesting 
exercise in programming. 

In 1968, you wrote a very important paper on the axiomatic approach 
to computer programming, which has since become known as “Hoare 
Logic”. Would you like to just say something about what led up to that?

Yes, I was interested, as indeed many people were at that time, in making good 
the perceived deficiency of the Algol report, that while the syntax was extremely 
carefully and formally defined, the semantics was left a little vaguer. [...] The idea
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that I put forward, based on the ideas of mathematical logic which I studied at university, was that I 
put forward a set of axioms which describe the properties of the implementation without describing 
exactly how it worked. It would be possible, I hoped, to state those properties sufficiently precisely 
that programmers would be able to write programs using only those properties, and leave the imple-
menters the freedom to implement the language in different ways, but at the same time taking re-
sponsibility for the fact that their implementation actually satisfied the properties that the program 
was relying on. 

[...] your work on communicating sequential processes?

Hoare: The idea of a communicating process is that instead 
of calling its components as subroutine, or a method, you’d 
actually communicate the values that you wanted to transmit 
to it by some input or output channel, and it would commu-
nicate its results back again by a similar medium. The reason 
for this, as I say, was a technological advance in the hardware: 
the advent of the microprocessor. The microprocessor at that 
time was a cheap and small machine, with not very much 
store, but in principle capable of communicating with other 
microprocessors of a similar nature along wires. I thought 
some simple metal wires, which would communicate signals 
from the pin one of these machines to the pin of another. It 
was easy to predict that the fastest and cheapest way of mak-
ing a large and fast computer would be to assemble a large 
number of very cheap microprocessors together, and allow 
them to co-operate with each other on a single task by com-
municating along wires that connected them. For this, a new 
method, I should say, discipline of programming, a new para-
digm, a new architecture of programs would be appropriate. And perhaps a new language for ex-
pressing the programs. That was how the communicating sequential processes came to take a leading 
role in my subsequent research.
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Is there anything you’d like to say about your teaching?

Hoare: Well, I right from the beginning took the view that com-
puter science, and in particular computer programming, was a very 
good kind of education in training the mind in habits of rigorous 
thinking. A deep concentration is really needed in order to write a 
program that actually works, and that perhaps it might play the 
same sort of role in education that the study of the classical lan-
guages, Latin and Greek used to play in previous centuries, and 
unfortunately no longer do. So I’d always hoped that programming 
and computer science would be regarded as subjects fit for edu-
cation; interesting and challenging even for people who weren’t 
going to eventually apply the knowledge professionally. 

Einem anderen längeren Interview sind die nachfolgenden Pas-
sagen (in gekürzter Form) entnommen (https://sounds.bl.uk/
related-content/TRANSCRIPTS/021T-C1379X0052XX-0000A0.pdf):

Elliott Brothers – what was your actual job title or role?

Hoare: I was a programmer, and then I suppose a senior program-
mer, and then I got promoted to being assistant chief engineer and 
then chief engineer. And eventually I was moved to the research 
division as a researcher, senior researcher, up to senior researcher.

I actually met Elliott Brothers while I was still in Moscow, towards 
the end of my stay. [...] invited me to serve as an interpreter at an 
exhibition. I spent a couple of weeks helping with the exhibition 
and interpreting for the exhibitors and the public. One of the ex-
hibitors was my eventual employers Elliott Brothers, who were ex-
hibiting a computer. So, I made friends with them and spent a lot of 
time on their stand and at the end of the stay they invited me a lift

Tony Hoare im Juli 2004 auf dem 
Rückweg von der summer school
“Engineering Theories of Software 
Intensive Systems” (Marktoberdorf)
am Flughafen in München.
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back in a van which had brought the computer in, back to England, 
which I accepted and we spent a few days crossing Europe with 
them and then they invited me for an interview for a job, which I 
did accept.

At that time the gender balance was reversed, there were more 
women in computing, programming than men, and that was very 
nice. Including Jill who became my wife shortly after in 1962. I took 
her out, as one did in those days, and I suppose we fell in love or 
something. We had a whirlwind courtship and short engagement 
and got married quite quickly in a registry office, with a friend from 
Elliott’s as best man.

She was a computer programmer, much more experienced than me, 
and she had actually written an autocode for the company’s pre-
vious computer and so she was an obvious person to join me in 
doing what I was doing, which was implementing Algol 60 for our 
next computer. I was leading a small team of two or three people 
implementing that language between 1960 and ‘62 or ‘63. […]

The success of the Algol compiler project gave us the confidence to 
attempt to implement an operating system, operating systems are 
really necessary on faster computers because the operators’ man-
ual operation would just be too slow. So, I sort of designed an op-
erating system and set a team of people, eventually a group of about 
thirty people, to work on implementing it.

When the time came when we promised delivery it wasn’t ready, 
and it sort of passed without anybody noticing and some time later 
we sort of thought this was a poor show or some more senior man-
aging pointed out that this was a poor show and so we had to assess 
the progress that we’d made so far and make an estimate of when 

Ehrendoktorwürde Universität 
Warschau, 2012

Ehrendoktorwürde Universität 
Complutense Madrid, 2013
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we really might deliver it. And came up with a figure six months ahead, and then started work on a 
reduced specification. And everybody worked very hard, nights and daytime, and you know, well to 
begin with I made everybody estimate how much they were going to do each week and at the end of 
the week I would have a progress meeting and found that they couldn’t do it, they were actually 
working slower than they’d thought. But in the end, we got down to a realistic estimate and the thing 
was ready.

Unfortunately, when it was demonstrated it was just incredibly slow. The compiler which under the 
previous system was working at 1,000 characters a second was now working at two characters per 
second, which actually made it undeliverable. Well, we continued working for a month or two and by 
immense labours we managed to get it up to six characters a second before we decided that we weren’t 
going to be able to do it. So, my boss called our customers, all our customers together, fortunately I 
think there were only about eight of them, and told them that this promised software was not going 
to be delivered, and they were all from universities and research establishment and so on and they 
didn’t take it too hard. They realised I was a bit depressed, and they comforted me by saying that 
they never really expected it to be delivered. So, one begins to wonder how thirty people working 
hard, very intelligent people, could work for two years on a project that was absolutely doomed, from 
the start.

To me programming now means sitting down and just tapping something out on a 
computer, but obviously you haven’t got that option in the 1960s.

Hoare: Well, that’s right, programming was writing a lot of symbols on a coding sheet. If you’re 
programming a machine code the columns are laid out for you and then you hand that in to be punched 
by the punch girls, and so you might be waiting a little while for those to come back. Then it is punched 
on one machine and then verified on another, that is a second typist types the same thing and the 
machine is set to check rather than to punch, that the holes that it reads are the same as the holes 
that it was asked to punch again. You get that back then you have to get a slot to run the programme 
into the computer and actually test it and that could take another little while. Then as a result of the 
test you find an error, so you have to change the programme, the programme is changed on the 
coding sheets, and then it is as a whole punched again.
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Mergesort parallelisiert

▪ Wir gehen in dieser Vorlesung nicht auf das Java-Paket 
„concurrent“ ein; Nachfolgendes dient nur der Illustration, 
wie man damit im Prinzip Mergesort parallelisieren kann:

2603

import java.util.concurrent.ForkJoinPool;
import java.util.concurrent.RecursiveAction;

class SortTask extends RecursiveAction {…
void compute(…) { …
  if … // evtl. Rekursionsabbruch 
  { invokeAll(new SortTask(li, m),
              new SortTask(m+1, re));
    merge(li, re);
…

ForkJoinPool pool = new ForkJoinPool();
pool.invoke(new SortTask(0, data.length));
…

Merge wird hier aber nicht auch noch parallelisiert, da-
her sind alleine auf oberster Ebene dafür n Schritte nötig

“This algorithm is a trivial modification from the serial version, but its speedup is not 
impressive … A parallel merge algorithm to not only parallelize the recursive division of 
the array, but also the merge operation leads to a better parallel sort…” [Wikipedia]

Wenn der Bereich [li, re] 
zu klein ist, dann sortiert 
man lieber nicht parallel, 
sondern sequentiell (und 
evtl. auch nicht rekursiv)
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Mergesort mit verketteten Listen

2604

Sofern die Liste mehr als
ein Element enthält:
→ Aufspalten der Liste 
in zwei Teillisten (Durch-
laufen und abwechselnd 
in L1 oder L2 einfügen):

Die Listen L1 und L2 
jeweils rekursiv sortiert:

L1 und L2 durchlaufen 
und das jeweils kleinere 
Objekt in eine neu aufge-
baute Liste hinten anfü-
gen („merge“):



Nicht-rekursive Variante: Bottom-up-Mergesort

1) Durchlaufe die Folge der Elemente und erzeuge geordnete Paare
durch Mergen benachbarter Elemente („Teilfolgen der Länge 1“)

▪ Es werden sortierte Teilfolgen der Länge 2 erzeugt

2) Durchlaufe die Folge erneut und erzeuge geordnete Quadrupel
durch Mergen benachbarter sortierter Teilfolgen der Länge 2

▪ Es werden sortierte Teilfolgen der Länge 4 erzeugt

3) …

→ Bis eine sortierte Folge der 

Länge n erzeugt wird

2605



Sortieren einer zufälligen Folge
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Umgekehrt sortierte Ausgangsfolge (gemein!)
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Ebenfalls nur 6 Durchläufe durch die Folge der 48 Elemente

Wo  nichts am rechten Platz liegt, da ist Unordnung.
Wo am rechten Platz nichts liegt, Ordnung.

-- Bertold Brecht (Flüchtlingsgespräche)



Bottom-up-Mergesort – Effizienz

▪ Nach k Durchläufen hat man sortierte Teillisten der Länge 2
k

▪ → Nach log n Durchläufen hat man die Länge n (→ fertig!)

▪ Ein Durchlauf erfordert jeweils n „Rechenschritte“
▪ Pro Schritt: Vergleichen zweier Werte, Erhöhen eines Index, Kopieren,...

▪ Mergesort benötigt also (grössenordnungsmässig) n log n „Schritte“
▪ Unabhängig von den konkreten Daten

▪ Top-down- und Bottom-up-Mergesort führen i.w. die gleichen 
Merge-Operationen aus, allerdings in unterschiedlicher Reihenfolge!

▪ Beim rekursiven Top-down-Mergesort gibt es folgenden 
Zwischenzustand: 

▪ Dieser Zustand kann beim Bottom-up-Mergesort nicht 
auftreten, dort sind alle Teile stets etwa „gleich weit“

2608

sortiert unsortiert



Bottom-up-Mergesort  – Effizienz  (2)

▪ Zeitmessungen bei einer konkreten Implementierung:
▪ n = 222

→ 1.09 s
▪ n = 225

→ 9.94 s
▪ n = 229

→ 183 s
▪ n = 230

→ 1240 s

▪ Beachte: (229 × log 229) / (225 × log 225)  = 16 × 29/25 = 18.56;
dies stimmt gut mit der Beobachtung 183 /9.94 = 18.41 überein; 
die analytische Formel n log n sagt das Laufzeitwachstum gut vorher

▪ Allerdings fällt dann n = 230 aus der Reihe: Hier passten offenbar 
nicht mehr alle Werte in den Hauptspeicher; das Betriebssystem 
musste dafür (langsameren) Hintergrundspeicher allozieren

⤺ |
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Top-down-Mergesort : 2D-Animation  
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Video: www.youtube.com/watch?v=DSMCZZGbZo4&t=290s



Top-down (rekursiv) Bottom-up
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Jede Spalte anfangs eine andere Zufallspermutation
… … … …

Mergesort

Video: https://i.imgur.com/TNIXT9P.mp4

Resultat
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Schnappschüsse der Animation

27% 40% 50%

62% 76% 87%



Eine andere Visualisierung von Mergesort
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Noch eine andere Visualisierung
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Mergesort – Historie Donald Knuth analysiert 1970 ein Manuskript von John
von Neumann von 1945, in dem dieser Mergesort be-
schreibt – einige Auszüge folgen auf den nächsten Seiten
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“Von Neumann’s First Computer Program”

INTRODUCTION

A handwritten document now in the pos-
session of Dr. Herman H. Goldstine con-
tains what is probably the earliest extant 
program for a stored program digital com-
puter. Its author, the remarkably talented 
mathematician John von Neumann (1903-
1957), was in the process of refining the 
stored program concept as he was writing 
this code; so his program represents a 
significant step in the evolution of com-
puter organization as well as of program-
ming techniques. ... 

The program we will study is not what we 
might expect an “ordinary” mathematician 
to have written; it does not solve a partial 
differential equation! Instead, it deals with 
what was considered at that time to be the 
principal example of a nonnumeric appli-
cation for computers, namely, the problem 
of sorting data into nondecreasing order.

Von Neumann chose this application for good 
reason. He had sketched out an instruction 
code for a stored program computer, with nu-
merical applications uppermost in his mind; 
there was no question that his proposed de-
vice could do the requisite arithmetic oper-
ations. The key question was whether or not 
the proposed instruction set provided a sat-
isfactory means of logical control for complex 
processes, and so he felt that a sorting pro-
gram would be a most instructive test case. …

We should realize that the historical interest 
of this program is in great measure due to 
its connection with the development of in-
struction codes for stored program computers; 
it is not the earliest instance of a computer 
program. We have Lady Lovelace’s descrip-
tion of a program for calculating Bernoulli 
numbers that Babbage wrote for his Analyti-
cal Engine; A. M. Turing’s construction of his 
abstract Universal Machine …
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“Von Neumann’s First Computer Program”  (2)

Von Neumann’s first draft report on the 
EDVAC proposed building a serial computer 
with three 32-bit registers and 8192 32-bit 
words of auxiliary memory. … Each 32-bit 
word was either a number or an instruction 
code; the first bit was 0 for numbers and 1 
for instructions. … 

Von Neumann’s ... manuscript, written in ink, 
is 23 pages long; the first page still shows 
traces of the penciled phrase “TOP SECRET,” 
which was subsequently erased. (In 1945, 
work on computers was classified, due to its 
connections with military problems.) …

Von Neumann begins his memo by defining 
the idea of sorting records into order, and 
of merging two strings of records that have 
been sorted separately into a single sorted 
sequence. Then he states the purpose of

the program: “We wish to formulate code 
instructions for sorting and for meshing [i.e. 
merging], and to see how much control ca-
pacity they tie up and how much time they 
require.” …

Like nearly all programs, this one has a bug: 
The second-last instruction “CON 1” actually 
belongs two lines earlier. If von Neumann had 
had an EDVAC on which to run this program, 
he would have discovered debugging! ...

After having written the program, he assigned 
actual addresses to the subscripted ones. In 
order to make the code relocatable, for use 
as a general open subroutine, he assigned the 
addresses relative to an unspecified starting 
location e. His address assignments are shown 
in Figure 2 at the right of the instructions.

EDVAC (Electronic Discrete Variable Automatic Computer) wurde aufbauend auf den Erfahrungen 
mit ENIAC ab 1944 geplant und bis 1949 realisiert; das Programm residierte im Hauptspeicher. 

→ nächste  Seite
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“Von Neumann’s First Computer Program”  (3)

Von Neumanns Sortierprogramm (von Donald Knuth in eine besser lesbare Form gebracht)
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N RST 1

M RST 1

XPTR RST 1

YPTR RST 1

ZPTR RST 1

SIZE RST 1

XKEY RST 1

YKEY RST 1

NPRIME RST 1

MPRIME RST 1

LALPHA RST 1

LBETA RST 1

LGAMMA RST 1

LDELTA RST 1

SWITCH RST 1

LALPHA1 RST 1

LALPHA2 RST 1

ZERO RST 1

MONE RST 1

ONE RST 1

MOVEIN RST 1

MOVEOUT RST 1

RETURN RST 1

BUFFER RST p+1

TEMP1 EQU BUFFER+I

TEMP2 EQU BUFFER+2

COMPARE SUB NPRIME,N e+27

SEL LGAMMA,LALPHA e+28

STO TEMP1 e+29

SUB NPRIME,N e+30

SEL LDELTA,LBETA a+31

STO TEMP2 e+32

SUB MPRIME,M e+33

SEL TEMP2,TEMP1 e+34

STO SWITCH e+35

JMP SWITCH e+36

ALPHA SUB YKEY,XKEY e+43

SEL LALPHA1,LALPHA2 e+44

STO SWITCH e+45

JMP SWITCH e+46

BETA SUB ZERO,ZERO e+39

TRA ALPHA+1 e+40

GAMMA SUB MONE,ZERO e+41

TRA ALPHA+1 e+42

DELTA TRA EXIT e+81

ALPHA1 SET MOVEIN,XPTR e+47

SET MOVEOUT,ZPTR e+48

PIK 1,RETURN e+49

TRA BACK1 e+50

JMP MOVEIN e+51

BACK1 ADD NPRIME,ONE e+56

STO NPRIME e+57

SET XKEY,BUFFER+p e+58

ADD XPTR,SIZE e+59

STO XPTR e+60

ADD ZPTR,SIZE e+61

STO ZPTR e+62

TRA COMPARE e+63

ALPHA2 SET MOVEIN,YPTR e+64

SET MOVEOUT,ZPTR e+65

PIK 1,RETURN e+66

TRA BACK2 e+67

JMP MOVEIN e+68

BACK2 ADD MPRIME,ONE e+73

STO MPRIME e+74

SET YKEY,BUFFER+p e+75

ADD YPTR,SIZE e+76

STO YPTR e+77

ADD ZPTR,SIZE e+78

STO ZPTR e+79

TRA COMPARE e+80

BRING EQU NPRIME

MERGE PIK 3,BRING e+0

PIK 1,XKEY,** e+1

PIK 1,YKEY,** e+2

TRA BACK3 e+3

SET BRING,XPTR e+4

SET BRING+1,YPTR e+5

JMP BRING e+6

BACK3 PIK 14,NPRIME e+11 

CON 0 e+12

CON 0 e+13

CON ALPHA e+14

CON BETA e+15

CON GAMMA e+16

CON DELTA e+17

TRA ** e+18

CON ALPHA1 e+19

CON ALPHA2 e+20

CON 0 e+21

CON -1 e+22

PIK p+1,BUFFER,** e+23

PUT p,BUFFER,** e+24

CON 1 e+25

TRA COMPARE e+26



“Von Neumann’s First Computer Program”  (4)
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Die Idee des „mergens“ ist schon 
älter und war vor dem Zeitalter 
elektronischer Computer bei der 
(elektro-) mechanischen Daten-
verarbeitung mittels Lochkarten 
wichtig: Ab 1937 produzierte IBM 
Geräte („collator“), mit denen 
zwei sortierte Lochkartenstapel zu 
einem einzigen sortierten Stapel 
„zusammengemischt“ wurden. Dies 
wurde von Hand schon früher so 
gemacht (insbesondere ist das 
„Einmischen“ einzelner oder eini-
ger weniger Objekte in eine sor-
tierte Folge ein natürlich erschei-
nender Vorgang). Nicht ganz klar 
ist, ab wann das mergen als sys-
tematischer iterativer bzw. rekur-
siver Prozess zum Sortieren ver-
wendet wurde; von Hand konnte 
man kleinere Mengen ja immer 
„irgendwie heuristisch“ sortieren, 
ohne dies explizit als Algorithmus 
zu formulieren.   

Ein Ausschnitt aus dem Manu-
skript von John von Neumann



John von Neumann mit dem EDVAC 
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ENIAC, EDVAC,… 

Left: Patsy Simmers, holding ENIAC board. Next: Mrs. Gail Taylor (EDVAC 
board), Mrs. Milly Beck (ORDVAC board), Mrs. Norma Stec (BRLESC-I board). 

Dieses bekannte Bild 
von 1962 soll die fort-
schreitende Miniaturi-
sierung bei der Hard-
ware von Computern 
über die Zeit illustrie-
ren, hier dargestellt an 
Baugruppen zur Reprä-
sentation einer einzigen 
Dezimalziffer verschie-
dener Maschinen des 
„Ballistic Research 
Laboratory“ (BRL) der 
US-Streitkräfte in Aber-
deen, Maryland, USA. 
Im Jahr 1962 wurde de-
ren neuester Rechner, 
BRLESC-I („burlesque“), 
in Betrieb genommen.

2621

h
tt
p
s
:/
/e

n
.w

ik
ip

e
d
ia

.o
rg

/w
ik

i/
F

ile
:W

o
m

e
n
_
h
o
ld

in
g
_
p
a
rt

s
_
o

f_
th

e
_
fi
rs

t_
fo

u
r_

A
rm

y
_
c
o
m

p
u

te
rs

.j
p
g

⤺ |

⤺ |



ENIAC, EDVAC,… 55 Jahre später 

Juni 2017: Die beiden ehemaligen Angestellten Patsy Simmers (links) und Norma Stec (rechts) 
lassen sich mit dem Bild von ihnen aus dem Jahr 1962 fotografieren. Stec war zunächst Leh-
rerin und wechselte 1951 in das Forschungslabor der US-Streitkräfte; dort berechnete sie 
Schusstafeln für neue Waffen, wofür während des Vietnamkriegs ein grosser Bedarf bestand. 
Auch Simmers berechnete zunächst Schusstafeln, anschliessend befasste sie sich mit der 
Entwicklung von Gefechtsköpfen und Berechnungen zur Terminalballistik von Projektilen. 
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BRLESC-I 
Ballistic Research Laboratories Electronic Scientific Computer

Der BRLESC-I-Computer 
beim Ballistic Research 
Laboratory wurde 1962 in 
Betrieb genommen; aus 
diesem Anlass entstand 
das weiter oben gezeigte 
„kultige“ Foto mit den vier 
Mitarbeiterinnen (“Stec 
said she was told the day 
before to ‘Show up and 
get your picture taken’”). 

Der Rechner bestand aus 
1727 Elektronenröhren so-
wie 853 Transistoren; der 
Hauptspeicher hatte 4096 
Wörter zu 72 Bit. Die Addi-
tion von Festpunkt- oder 
Gleitpunktzahlen benötigte 
ca. 5 Mikrosekunden, die 
Multiplikation 25 Mikrose-
kunden.
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Martin Weik vom BRL, mit Deutsch-Öster-
reichischem Migrationshintergrund, er-
innert sich:

The Commanding General… looked at 
the machine, listened to the presentation, 
and was very much impressed. On the 
way out of the door he said, “What is 
this big sign across the top of the ma-
chine, Brachistochrone? What is that? 
I can’t even pronounce it; I can’t even 
spell it. What is it supposed to mean?”

[Wikipedia: “Die Brachistochrone ist die 
Bahn zwischen einem Anfangs- und ei-
nem gleich hoch oder tiefer gelegenen 
Endpunkt, auf der ein sich reibungsfrei 
bewegender Massenpunkt unter dem 
Einfluss der Gravitationskraft am schnells-

ten zum Endpunkt gleitet. Der Körper gleitet auf einer solchen Bahn schneller zum Ziel als auf jeder anderen Bahn, 
beispielsweise auf einer geradlinigen, obwohl diese kürzer ist.“] 

Well, we went into a description about the shortest time between two points and so on. It didn’t satisfy him! He 
said, “I want a better name. I want a more sexy name than that.” He stormed out of the building with his adjutant. 
Well, Mrs. McCauley and I got together, and we decided, “We’ve got to get a better name than that for the General.” 
We came up with a lot of words like automatic, digital, computer, Ballistic Research Lab, electronic, scientific, 
and binary. All these words were spinning around, and all of a sudden it popped right out to us: Ballistic Research 
Laboratory Electronic Scientific Computer (BRLESC). 

We said, “Let’s try that!” “The commanding general would never buy it, too sexy, too far, too much. How could he 
justify that to Washington D.C.?”— i.e., calling an Army computer by such a name. We said, “Let’s try it anyway.” 
So we called the adjutant, told the adjutant, “We’ve got a name—it’s called BRLESC!” “It is? Is it b-u-r-l-e-s-q-u-e?” 
“No, no, no, B-R-L-E-S-C, Ballistic Research Laboratory Electronic Scientific Computer!” “I’ll try it on the General,” 
he said. I hung up the phone, and two minutes later the adjutant called and said: “That’s it! It’s BRLESC!”

www.sciencesource.com/archive/Console-of-BRLESC-I-Computer-SS2823273.html



Anwendungen der BRL-Computer 

Für welche Aufgaben beim Ballistic Research Laboratory (BRL) Computer wie BRLESC-I
eingesetzt wurden, wurde 1961 in einem mehr als 1000 Seiten und 222 Systembeschrei-
bungen umfassenden Report A Third Survey of Domestic Electronic Digital Computing 
Systems von Martin Weik vom BRL so erläutert:

Exterior ballistics problems such as high altitude, solar and lunar trajectories, computa-
tion for the preparation of firing tables and guidance control data for Ordnance weapons, 
including free flight and guided missiles. Interior ballistic problems, including projectile, 
propellant and launcher behavior, e.g. physical characteristics of solid propellants, equi-
librium composition and thermodynamic properties of 
rocket propellants, computation of detonation waves for re-
flected shock waves, vibration of gun barrels and the flow of 
fluids in porous media. Terminal ballistic problems, including 
nuclear, fragmentation and penetration effects in such areas 
as explosion kinetics, shaped charge behavior, ignition, and 
heat transfer. Ballistic measurement problems, including 
photogrammetric, ionospheric, and damping of satellite spin 
calculations, reduction of satellite doppler tracking data, and 
computation of satellite orbital elements. Weapon systems 
evaluation problems, including anti-aircraft and anti-missile 
evaluation, war game problems, linear programming for sol-
ution of Army logistical problems, probabilities of mine deto-
nations, and lethal area and kill probabilities of mine detona-
tions, and lethal area and kill probability studies of missiles.
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You don’t fire a weapon 
unless you know where 
the shell is going to land. 
-- Harry Reed, BRL



Resümee des Kapitels

▪ Rekursives Problemlösen
▪ Zwischenziel als Teilproblem

▪ Beispiel: „Türme von Hanoi“

▪ Mergesort
▪ Rekursiver Lösungsansatz

▪ Top-down  bottom-up 

▪ Mit verketteter Liste bzw. Array 

▪ Zeitaufwand proportional zu n log n

▪ Struktureller Vergleich mit Quicksort

Zwischen-
ziel rekursiv
ansteuern

Zwischen-
ziel

Zwischen-
ziele des 
Zwischen-
ziels

Merge

. . . . . .
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