Sonderfall Ring ? Welcher Baum beim O(log n)-Verfahren?

- Baum mit inneren Knoten vofarad k

--> langster Weg hat Lange O(lpg); durchschnittliche Weglange ebenfalls
--> pestimmt die Nachrichtenkomplexitat lsehwacher Last

gerichteter

unidirektionaler - Knoten im "Zentrum" werden mehr

aé?';gﬁcgﬁr Ring belastet als weiter aussen liegende Knoterfast nie mehrere gleich-
einem Ring - Grad an Fairness? zeitige Konkurrenten

g Nachrichtenkomplexitat betarker Last h

- |dee: Jedes Weitersenden des Tokens ein "Treffer"

- Auf unidirektionalerRingen ist folgende Variante moglich: _ Genauer: Toketraversiertden Baum (wegen Faimess)

) ) . --> n Knotenbesuche bei 2(n-1) Token-Nachrichten
- Token wird "gejagt” (statt zurtickgeholt) --> weiterer Faktor 2, da gleiche Anzahl von requests

. . . . --> ca. 4 Nachrichten pro Betreten des kritischen Abschnittes
- Token kommt damit schliesslich beim Anforderer an

_ _ _ _ \_ " Algorithmus wird bei starker Last also "besser"! )
- Jagdnachricht wird von einem Knoten nicht
weitergeleitet, wenn dieser bereits eine solche - Kiirzeste Wege --> beste Topologie?
(seit dem letzten Tokenbesuch) ausgesendet hat - Stern Q (D.h. wenn schon Baum, dann diesen?)

- Unterschied zur L6sung mit

i O zentralem Manager? (Und was
Q“’ - war daran so schlecht?)

O(log,n) - Beachte: Einen Spannbaum gibt
- Frage: Sind FIFO-Kanéle notwendig? = 0(1) es immer; ein Stern erfordert aber
u.U. zusatzliche (logische oder
- Variante: standig kreisendes Token (“perpetuum mobile") physische) Verbindungent
- keine "Jagdnachrichten" nétig )
- --> Algorithmus hatten wir anfangs bereits genannt! - Lineare Ketteals entarteter BaU@*’Q"Q*’Q

--> mittlere Weglange n/3 (Beweis: einfaches kombinator. Nachrechnen)

Vert. Algo. 02/03, F. Ma. 220 Vert. Algo. 02/03, F. Ma. 221



Mittlere Weglange im linearen Fall
Ur diejenigen, denen das Rechnen Spass macht)

Denn es gilt:
anzz n (n+1) (2n+1)
6
k=1

2 2

Gemittelt Gber alle n(n-1)/2 ungerichteterNPaajg {nit i%):

2n+2 _

2(n-1)+1 1 ~
6 z () = /S

6

>

L1
2
(ggf. abzlglich der Félle, wo das Token bereits "vor Or
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Klassifikation: Token < Request

1) Token-basierte Losungen

- Safety ist trivial
- Fairness bei Tokenweitergabe beachten
- Wie fordern Prozesse das Token an? | --> u.r]terschiedlich’e
- Topologie Losungen
--> "Reiseweg des Tokens"
--> Zeitaufwand durch sequentielle Nachrichtenketten

- Fehlertoleranz:

- wie Tokenverlust feststellen?
- wer darf neues Token generieren? (Eindeutigkeit notwendig!)

- Nur anwendbar, wenn fur das exklusive Betriebsmittel von vorn-
herein ein Token eingerichtet wird --> nicht immer maoglich!

- Beispiel flra priori unbekannte exklusive Betriebsmittel:

"Reservierungszeiten flr einen Tennisplatz

- "Ich bendtige ihn Glbermorgen von 10.28 - 12.17 exklusiv"

- Dafur lasst sich nicht von vornherein ein Token generieren!

- Vielleicht: ein Token "Tennis <Zeitintervall>" dynamisch generieren?
- Aber: wer garantiert, dass ein anderer dies nicht gleichzeitig tut?

- Zuriick zu einer zentralen Losung mit allen Nachteilen?
("Tennisplatz als Monitor")

- Anderes Bsp. fiir ein "abstraktes Betriebsmittel": Termin-

vereinbarung mit einer beliebigen Menge von Teilnehmern

- Exklusives Generieren eines Tokens unter symmetri-

schen Bedingungen -Election-Problem(--> spater)
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Klassifikation (2)

2) Request-basierte L6ésungen

- Safety sicherstellen!
- Deadlockfreiheit ist nicht trivial

verschiedene

- wen sollen die Prozesse fragen? (request se(,QJCh hierfir
LOosungen

3) Zentraler Manager Po
ad will
bzw. Server nicht
oder Monitor mehr
will | dar

- Ist entarteter Fall
beiderKlassen!

4) Hierarchische / hybride Verfahren

- bei grossen Systemen mehrstufig

(mittels "Stellvertreter")

- auf verschiedenen Stufen / in

verschiedenen Clustern ggf.
unterschiedliche Verfahren
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Vergleich der Nachrichtenkomplexitat

(pro Betreten des kritischen Abschnittes bzw. Anforderung des Betriebsmittels)

Token-Ring (LeLann,1977)- -« 1..00 .

<. .. | Vorl - :
Lamport (1978) o ,,V%frte_sg;‘sgteme, 3 (n-1) :
Ricart / Agrawala (1981) -« - -« -" 2 (n-1) '
("an optimal algorithm...") 1
Ricart / Agrawala (1983) - ---------" n E
Maekawa (1985) ««««« v O(ﬁ) E
van de Snepscheut; Raymond; :
Naimi-Trehel (1987/89) - ==+« -+« -~ O(log n) 1
Zentraler Manager: ................. 2 v

- Offenbar soll es aber eben nicht alleine auf die
Nachrichtenkomplexitdt ankommen!

- "Qualitative" Merkmale oft wichtiger!
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Wechselseitiger Ausschluss:/ Kriterien

fur die Qualitat eine

- Nachrichtenkomplexitat I .
Lésungsalgorithmu

Ulm

- Symmetrie

- syntaktisch: gleicher Algorithmus fiir ate| INWiefern wiirde man

NP . den O(log n)-Algo-
- semantisch: gleiche Last fir alle e—— iihmus als symme-

trisch bezeichnen?

- Fehlertoleranz

- Verhalten des Algorithmus bei Fehlern
- z.B. Nachrichtenverlust

- oder: nach Abbruch von aussen wegen Deadlock der Anwendung

- Zusatzaufwand, um (etwa bei erkanntem Fehler) wieder einen
konsistenten Zustand herzustellen

- Grad an Fairness
- inwieweit wird zeitlich globale Reihenfolge der Requests eingehalten?

- Zeitbedarf zwischen Freigabe und Benutzung
durch einen anderen Prozess

- (minimale) Lange sequentieller Nachrichtenketten

-Bsp.: bei O(log n)-Algorithmus ist Zeitbedarf auch O(log n)
(statt O(1) wie beginigen anderen Algorithmen)!

- verschiedene Lastsituationen bertcksichtigen:
- schwache Last --> nur selten mehr als ein Konkurrent
- hohe Last --> Betriebsmittel fast standig in Benutzung

- Effizienz / Einfachheit der Implementierung

- z.B.: wie wird broadcast / multicast ("request an alle") realisiert?
(als effiziente Systemoperation; auf Ring; mit Echo-Algorithmus...)

- wird eine spezielle Topologie vorausgesetzt (Ring, Baum,....)
bzw. muss jeder Prozess jeden anderen kennen?
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Ubungen (4)

(1) Fischer Alois fangt jede Minute einen Fisch.

(a) Wie lange fischt er im Mittel bei der "Stopregel” "grésserer Fisch als der
erste gefangene oder kein Fisch mehr Gbrig" bei einem Teich/See/Meer von
n verschieden grossen Fischen mif000,n=1°, n=231 n=10'37

(b) ... wenn schneller Fische geboren werden als Alois fangen kann?

(c) ... wenn "grosserer” durch "kleinerer" in der Stopregel ersetzt wird? Dis-

kutieren Sie dies im Vergleich zu (a)!

Sie mégen dies simulieren, wenn Sie an den theoretischen Ergebnissen zweifeln. Wenn Sie sto-
chastisch simulieren, achten Sie auf einen guten Zufallszahlengenerator. (Lesen Sie dazu z.B.:
PARK, S.K. and MILLER, K.W., Random Number Generators: Good Ones are Hard to Find,
Comm. of the ACM 31:10, pp. 1192-1201, 1988.) Mitteln Sie jedes "Makroexperiment" Uber
viele, typischerweise O(n) Einzelexperimente (also Kollegen von Alois). Vergleichen Sie die Mit-
telwerte mehrerer Makroexperiment (stabil, verlasslich?). Ermitteln Sie auch die relative Hau-
figkeit vonm=1,...,10 sowie vom=n - 1 undm = n ("leergefischt") Fangen.

(2) Wartezeit bis zum ersten echten Rekord:

(a) Nach wievielen Jahren ist in einem Jahrhundert im Mittel der erste echte
(d.h. verschieden vom ersten Jahr, das immer einen unechten "Rekord"
darstellt) Rekord "kaltester Januar" fallig?

(b) Und in einem Jahrtausend? Darf hier etwas anderes herauskommen?
Diskutieren! (Unglaubige mdgen wieder simulieren.)

(c) Wie wahrscheinlich ist es, dass in einem Jahrhundert bzw. Jahrtausend
der erste echte Rekord gerade auf das 3. Jahr fallt? Und auf das 100.? Und,
bei "Jahrtausend", auf ein Jahr nach dem 100.?

(d) Gehen Sie spazieren. Wievielen Menschen begegnen Sie im Mittel, bis
Sie einem grosseren begegnen? (Oder sind Sie selbst der grosste (:-) ? Kann
man diese Moglichkeit ganz vernachlassigen?)
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Das Election-
Problem

Menge (fast) identi-
O O scher Prozesse

Brechung der Symmetrie:
) genau einer wird ausgewahlt
Leader-electio

Algorithmus

Anwendung.B.:

- Monitorstation bei Token-Ring-LANSs festlegen
- Generierung eines eindeutigen Tokens
- "Root bridge" fur Spannbaum bei Ethernet-LANs

- "Symmetrisierung” anderer Algorithmen
(Verwendung als vorgeschalteter Basisalgorithmus)
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Election mit "message extinction"

- Alle Knoten haben unterschiedliche Nummern > 0

- Verteilter, symmetrischer Algorithmus zur
Bestimmung der grossten Identitat

- Jeder Knoten soll schliesslich grossten kennen

- Jeder Knoten darf unabhéangig (gleichzeitig)
den Algorithmus initiieren

- Schema der verteilten Approximation anwenden

- Anzahl der Nachrichten?
- Terminierung?

- Bessere Algorithmen ftr gleiches Problem?
- Spezielle Topologien (Ring, Baum)...?

Fragen
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Der Election-Algorithmus

- Nachrichtengesteuerte Spezifikation des Algorithmus
("message driven

- Atomare Aktionen <—{vereinfacht u.a. auch die Verifikatipn

- Jeder Prozess mit Identig@ihat lokale Variablé/,

- M

Identitat des Masters ("leader")

Ist initial O; am Ende enthé’imp die

Alle Prozesse verhalten
sich gleich ("syntak-
tische Symmetrie")

Name der

Aktion assertion

/

.

Y ¥
Iy {M =0}

~

=P
send<M > to all neighbours
Ry {Eine Nachricht<j= ist eingetroffen]
if M <jthen
—
send<M > to all neighbours
fi ] andernfalls

"message exctinction”

Ty {Terminierung wurde entdeckt}/

7|

andernfalls

if Mp = pthen "l am the masterfi <

ist Mp der
master
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Leader-Election auf einem

Ring

- Voraussetzung hier:
unidirektionaler Ring,
wobei alle ldentitaten
verschieden sind

1. Idee - Jeder Prozess wacht irgendwann auf

al

"Bully-Al-
gorithmus'

==> ¢ Einzelnachrichten (n = Anzahl

(spatestens, wenn er eine Nachricht von einem anderen erhalt)

- Startet vollstandigen Ringumlauf
- Meldet, ob unterwegs einen grosseren getroffen

der Prozesse)

2. ldee Message-extinction anwenden!

-
I {M = 0}
=P,

send<M > to next

R, {Eine Nachricht<j> ist eingetroffen
if My <jthen
M =];
send<M > to next
fi

if | = pthen"l am the masterfi
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Election: Nachrichtenkomplexitat Mittlere Nachrichtenkomplexitét (1)

- Message-extinction-Prinzip von Chang und Roberts 1979 - Beispiel: Seik=n =4
- war einer der ersten verteilten Algorithmen - Uber alle Permutationen mitteln (wieviele?)

- Worst-case Nachrichtenkomplexitii k Startern:
n+ (n-1) + (n-2) +...+ (n-k+1) Ak - k(k-1)/2

--> O(rf) bei Ringgroésse n und k=n

- Wie hoch ist diemittlere Nachrichtenkomplexitat?
- bei “zufalliger” Permutation der Identitaten

- Wie hoch ist di€Einheits)zeitkomplexitat 9 9 9

- wenn alle gleichzeitig starten?

- beim zeitversetzten Starten? 9 e

50/6 = 8.333... Nachrichten im Mittel
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Mittlere Nachrichtenkomplexitat (2) Mittlere Nachrichtenkomplexitat (3)

Sein=100;id =1, 2, ..., 100

n/3 Nachrichten
(im Mittel)

Vermutung Drittgrdsster sollte im Mittel nach n/3

Schritten auf einen grésseren Prozess
(99 oder 100) treffen

- Lasst sich durch explizites Nachrechnen aller
ca. 1§ Falle auch beweisen...

n/2 Nachrichten
(im Mittel)

- Allgemeiner Beweis fir die Vermutung
“n/i Schritte beim i-t gréssten™?
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Mittlere Nachrichtenkomplexitéat (4)

- Grosste Identitat: n Nachrichten (immer)
- Zweitgrosste: im Mittel n/2
- Drittgrosste: im Mittel n/3 ?7?

- I-t grosster: im Mittel N/ stimmt das?

Wenndas stimmt j/ einfach aufaddieren?
n

+ 0 D 1 =nH
i=1 | k

P —

8
\ Def. der sogenannten

Was ergibt sich firn=k =4 ? harmonischen Reih

=)
NS
w|>S
=
I
-
Mz—

D

4 %3 = 25/3 = 8.333...

Stimmt mit friherem Wert Uberein!
==>Vermutungn H, ist korrekt

- Man kann tatsachlich exakt zeigen:
Die mittlere Nachrichtenkomplexitat betragt
k
n_Zl. =nH =nlink
i=z1 |

Wir wollen dies gleich genauer herleiten...
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Unabhéngige Falle?

Im allgemeinen sind die "Zufallsvariablen", die die
Lange der von Prozess i initilerten Nachrichtenkette
reprasentieren, nicht unabhangig voneinander!

Beispiel Gegeben 6 Prozesse 1, 2, ... 6 im Ring.

SeiA das Zufallsereignis "Nachrichtenkette von Prozess 4

hat die Lange 4" unB das Zufallsereignis "Nachrichten-
kette von Prozess 5 hat die Lange 2"

Aus A folgt nebenstehende {5, 6}
Situation; dann kann die von /

5 initiierte Nachrichtenkette .
jedoch nur die Lange 1 oder .

5 haben, nicht jedoch 2, wie
von B gefordert

==> prob(An B) =0, ob-
wohl prob(A)x prob(B)# 0

==> A und B sinchicht
unabhangigvoneinander! (1,2, 3}

Allerdings (hier ohne Rechtfertigung):

- die Zufallsvariablen in obigem Beispiel sipdarweise unkorreliert

- Erwartungswertdd.h. die mittleren L&angen der Nachrichtenketten)
durfen daheaufaddiertwerden, um den Mittelwert bzgl. der Gesamt-
nachrichtenzahl zu erhalten (in "Formeln™: E(X+Y) = E(X) + E(Y))
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Die harmonische Reihe H ... bschatzung der harmonischen Reihe

h: Inn<k<1+Inn

divergiert 1
Bew: FaSse 4 Reihenglieder ab 1/4 zusammen, "

(jew\grosser als 1/8), 8 Reihenglieder ab 1/8... \

==> Harmonische Reihe "divergigrt gerade noch" 1 2 3 o il X

- Flache der Obertreppeon 1 bjs n+1: H
n+1
- Flache unter Kurveron 1 bis n+1}\& dx = In(n+1)

Beh (0.Bew.)y :,!i[nm(H” -In n)= 0.§772156649... (wg. In(1) = 0)

==>H,>In(n+1) ==> H>Inn

Euler'sghe Konstante

==> Hhn lasst sich zumindest fiir grosse n durch In n abscRéatzen - Flache der Untertreppgon 1 bis n: H-1

- diese Abschatzung lasst sich sogar noch prazisieren.. nl
- Flache unter Kurveron 1 bis njix dx = In(n)

==>H,-1<In(n) ==> K<1+Inn
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Wartezeit bis zum ersten Rekord Warten auf einen neuen Rekord...

- Wie weit kommt die von einem "x-beliebigen” - Rekord = grosserer Wert als alle vorangehenden
Knoten initiierte Nachrichtenkette im Mittel? ., . e
- "left to right maxima" (einer Zahlenfolge)
ann trifft man auf einen starkeren als man selbst? Shde der
- W | ur el . .
Dienstfahrt - Z.B. "heissester August seit Anfang des Jahrhunderts"

- wie lange uberlebt man im Mittel?

In einem Teich schwimmen n Fische verschiedener /F\ (
Grosse - wieviele Fische muss man im Mittel noch N /
fangen, bis man einen fangt, der grosser als der R VAR /

erste gefangene Fisch igtfer bis der Teich leer ist) N \\ // \\ //
LésungsansatZaber darf man wirklich so vorgehen?): N\ /

Hier: Untypisch dichte

Fangt man den grossten zuerst --> n Fange ("Pech", Teich wird leer) —
Wartezeit bis zum ersten Rekord Anzahl von Rekorden

Fangt man den zweitgrossten zuerst --> n/2 Fange im Mittel
Fangt man den drittgrossten zuerst --> ... \
\Das interessiert uns! (Mittelwert, Erwartungswért)

Zuruckfuhrung auf ein bek. math. Moddllrnenmodell ohne Zuriicklegen
Z.B. n=100, 7.grésster Fisch initial: - Anwendung: z.B. Verlobungshaufigkeit bei deletion-sort

--> 6 schwarze und 93 weisse Kugeln
--> Sei p die Wahrscheinlichkeit, eine schwarze Kugel zu ziehen ("Treffer") \ Festhalten und WeitersucHen
--> Beispiel: Wahrscheinlichkeit, eine weisse und dann eine schwarze

zu ziehen (d.h. genau die Entfernung 2 zu schaffen): (1-p) mal

Wabhrscheinlichkeit fur "Treffer bei 6 schwarzen @8dveissen"

--> ... alles gewichtet aufsummieren... (aufwendig!) oa1
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Rekorde ...werden immer seltener

- Wieviele Rekorde gibt es eigentlich?
- z.B. heissester August in einem Jahrhundert...

- Annahme: keine Korrelation (d.h. zuféllige Permutation vorausgesetzt)

- Betrachte Bitfolge: i-te Stelle 1 gdw. i-ter Wert ein Rekord

Bsp: 10010110000001000000000010000000000000001
(Rekorde tratenim 1., 4., 6., 7., 14.,... Jahr auf)

- Wieviele 1en bei gegebener Lange n?

Antwort: - damit i-tes Bit auf 1 steht, muss der i-te Zahlenwert
der Folge> alle ersten i Zahlenwerte sein

- Wahrscheinlichkeit dafir ist 1 /i (stimmt’'s? wieso?)

--> Mittlere Anzahlvon len=1+ 1/2 + 1/3 +...

- darf man wirklich einfach so aufaddieren?

--> Mittlere Anzahl von Rekorden istni In n

- Bsp: es gibt ca. 5 heisseste Auguste im Jahrhundert
... und wieviele in einem Jahrtausend?

==> Fur einen Rekord mehr (im Mittel) muss das
Zeitintervall ca. e = 2.71828 mal langer sein

|
|
PN /
y.nN X A A/
Das haben wir VAN y i 7\ ,
noch immer %Aqg% \Y/J =
nicht wirklich e Inn
bewiesen! <«—» elnn 2Inn
-

-
>
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Verteilung der Lebensdauer

Q=@ —0O @ ~@ . Zenzr,

- Wahrscheinlichkeitgenaubis zur Position i zu
gelangen (und dort besiegt zu werden)?

- p(Lebenszeit = i) = p(Lebenszeii) - p(Lebenszeit > i)

- Vgl.: 18% Studisz 16. Semester; 13% Studisl7. Semester
==> 5%Im 16. Semester > 16. Semester

\Wahrscheinlichkeit fiir "grésster unter den ersten i

|) :':_'{ 1 _ 1

- (far i<n)

- Also: p(Lebenszeit = 1 iGD)

- Aber: p(Lebenszeit = n) ‘-}] (“erfolgreicher Durchmarsch")

gewichtete Summe = 25/12 --> 25/8333...

Beispiel n=4: Nachrichten im Mittel (vgl. friiheres Ergebnis!)
1 ﬁ = % = 50% vgl. dazu nachstes Bild
|

1 -1 _ 0 Bem.: Es gilt
2 | 53 "% 16.7% .
3 1 -1 —ga30 n - & i(i+l)

3x4 12 ' I<n
(Induktionsbeweis
4 % = 25% als einfache Ubung)
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Lebensdauer 2 bel n=4

duktionsbewels der Summenformel

Induktionsschritt

|6 Bilder |jeweils 4 Starter

-~ ) .
In 4 von 6% 4 = 24 Situationen, also 1/6 aller Félle (= 16.7%),
wird fur einen Initiator die Lebensdauer 2 exakt erreicht
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Rekord im Jahr i eines Jahrhunderts? Nun also: Wartezeit bis zum ersten Rekord

- Oder: Wahrscheinlichkeit, bei Position (i) "unterzugehen": - Gesucht: Dianittlere Lebensdauer

- Dazu: Wahrscheinlichkeit mit Weglange gewichten

.| 1/100 : . .
£ S und alle Einzelfalle aufsummieren
g ~1/990G
E - s 112 = 4 (1/20)
c 1
§ " 1/6 D) - 3(1/12) s
e - 2 (1/6) )
= = e CEE (+ n(1/n) far den
— 1(1/2) Durchmarsch)
@ @ @ - - (99) (100) (101)-. - (999) (1000)
2 - 1/10302 0 1 2 3 4
% ~ 1/99900
- = 1/1000
2 =1/100 e
- Daraus folgt allgemein fiir den Erwartungswert:
- "Durchmarsch" ist wahrscheinlicher, als an der ndt 4+l o+l 431 4 4l = Hy
Position davor "unterzugehen" nooo1x2 2x3 34 (-bn - —

- Nur 50% Chance, Uber den ersten hinwegzukommen

- p(keinechter Rekord in einem Jahrhundert) = 1/100, Alsa Eine von einem "x-beliebigen” Prozess initiierte
- p(... in einem Jahrtausend) = 1/1000 / Nachricht kommt im Mittel H weit

- o - darf man das nun mit n multiplizieren, da dies jeder Prozess tut?
Rekord wirde jenseits liegen:

Geht bei Jahrhundert "nur" mitl - ja; aber generell Vorsicht bei solchen Uberlegungen!
einem Gewicht von 100 ein, statt

mehrere hundert bei Jahrtausgnd Damit haben wir also ni-ls mittl. Nachrichtenkomplexitat!
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Qualitat des Chang/Roberts-Algorithmus

- Satz(o. Bew.):

Fur unidirektionale Ringe der Grdsse n und n Initiatoren
Ist n Hh die optimale mittlere Nachrichtenkomplexitat
beimElection-Problem

- mit anderen Worten: es gibt keinen anderen Algorithmus, der "besser" ist!

--> Chang/Roberts-Algorithmus ist "average case optimal!

- Satz(Rotem et al., 0. Bew.):

Fur die Nachrichtenzahl m des Chang/Roberts-Algo-
rithmus gilt fur alles: lim prob (m < (1+€) n Hh) =1

n - oo

Interpretation Bei grésseren Ringen fast nie mehr alsaiNElchrichten...
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